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Euler ⽅程

稳态解与线性化

研究目标

主要结论
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⽆粘性，不可压缩流体遵守的 Euler ⽅程

ρ

(
∂

∂t + v · ∇
)

v +∇p = ρg(
∂

∂t + v · ∇
)
ρ = 0

∇ · v = 0

其中密度 ρ, 压强 p, 流速 v 是函数, 重⼒加速度 g 是沿y
轴负⽅向的常量, 自变量 (t; x, y) ∈ R× T× R+(或者I).
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⽆粘性，不可压缩流体遵守的 Euler ⽅程

时间上, 由于 Euler ⽅程是可逆系统, 所以实际上只需
要研究 t > 0 就⾜够了. 空间上研究在⽔平⽅向上呈周
期 x ∈ T, 竖直⽅向上为半空间 y ∈ R+ 或者有界 y ∈ I
的情形.

如果把空间记为 Ω, 则在边界 ∂Ω 上流速满⾜边界条件

v · ν = 0

其中ν是边界上的外法向量.
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Euler ⽅程的稳态解

v = (U(y), 0)
ρ = ρ0(y)

是原⽅程⼀个与时间⽆关的解, 它代表的是⼀般的密
度分层的剪切流.

本课题研究了带有指数衰减密度的 Couette 流, 即

v = (U(y), 0) = (Ry, 0)
ρ = ρ0(y) = Ae−βy

其中A > 0, β > 0, R ∈ R 均为常数. 这是在⼤⽓学、海
洋学中使用到的常用模型.
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稳态解附近的线性化

对于上述⽅程附近做⼀个扰动, 则扰动所满⾜的线性
化⽅程为

ρ0 [(∂t + Ry∂x) vx + Rvy] = −∂xp
ρ0 [(∂t + Ry∂x) vy] = −∂yp − ρg

∂xvx + ∂yvy = 0
(∂t + Ry∂x) ρ+ vy∂yρ0 = 0

其中 ρ 是密度的扰动, p 是压强的扰动, (vx, vy) 是速度
的扰动. g 是重⼒加速度的⼤小, 是⼀个常数.
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研究目标

之前的⽂献 (Dikki 1960) 中得到了流函数扰动的逐点
有界性; 得到 B2 > 1

4 时解的线性稳定性; 在全空间
y ∈ R 中 (Yang & Lin 2017) 得到了流函数, 速度场与密
度场的 L2 衰减.

这次研究的目标是得到半空间和管状空间及边界条件
下, 速度场的 L2 有界性, 或者衰减.
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主要结论: 定理 1

令 (ψ(t; x, y), ρ(t; x, y)) 是上述线性化⽅程在初始条件

ψ(0; x, y) = e 1
2βyψ0(x, y), ψt(0; x, y) = e 1

2βyζ0(x, y),
下的解, 其中速度场 v = ∇⊥ψ = (vx, vy), y ∈ Uy = R+

或者 I = (0,H), x ∈ T = [0,L) 是 L 周期的. 下面的记
号中, f ≲ g 表示f ≤ Cg, 其中常数 C 只取决于 R, β, g.
我们记 ⟨f⟩ :=

√
1 + f2 并用 P ̸=0 表示往⽔平⽅向( x ⽅

向)为常数的 Fourier 项的正交补做投影, 即

P ̸=0f(t; x, y) = f(t; x, y)− 1
L

∫ L

0
f(t; x, y)dx.

那么
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背景阐述

主要结论: 定理 1
当 0 < B2 < 1

4 时, 令 ν =
√

1
4 − B2, β∗ = β√

4+β2
,

则 1
2 + ν − β∗ > 0 时, 有∥∥∥P̸=0e−

1
2βyvx

∥∥∥L2(T×Uy) ≲

⟨t⟩−
1
2+ν

(
∥ψ0∥H1

xH2
y(T×R) + ∥ζ0∥H1

xH3
y(T×R)

)
,∥∥∥e− 1

2βyvy
∥∥∥L2(T×Uy) ≲

⟨t⟩−
3
2+ν

(
∥ψ0∥H1

xH3
y(T×R) + ∥ζ0∥H1

xH4
y(T×R)

)
,

如果初始条件 ψ0 和 ζ0 可以零延拓成全空间中满
⾜上述正则性的函数.
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背景阐述

主要结论: 定理 1

当 0 < B2 < 1
4 且 1

2 + ν − β∗ ≤ 0 时, 存在有限个振
荡的解, 这些振荡的解在 x ⽅向上有⼀个最小的共
同波长. ⽽⽅程的解在这些振荡解张成的补空间
上的投影, 有与前⽂中相同的收敛速度.

当 B2 > 1
4 时, 有可数个振荡的解, 因此⽅程的解中

流函数没有衰减, 但是有 L2 稳定性.
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Laplace 变换与解

Fourier 变换与 Laplace 变换

⽅程的解的形式

⽅程的解的控制
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Laplace 变换与解

Fourier 变换与 Laplace 变换

由于 x ⽅向是周期的, 所以在 x ⽅向上使用 Fourier 级
数分解. 其 Fourier 系数为

fk(y) =
1
L

∫ L

0
f(x, y)e− 2πikx

L dx

对于半空间的情形, 在 y ⽅向上可以使用 Laplace 变换,
其变换为

f̂k(η) =
∫ ∞

0
fk(y)e−iηydy,
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Laplace 变换与解

Fourier 变换与 Laplace 变换

整合线性化⽅程组, 设 ω = (∂y,−∂x) · v 是速度场扰动
的涡度场, ψ = (−∆)−1 ω 为扰动的流函数. χ = e− 1

2βyψ
给流函数加上了⼀个指数权重. 加上⼀个随背景剪切
流运动的坐标 z = x − Ryt, 并对 z ⽅向做 Fourier 级数
展开, 则 χ 的 eikz 项所对应的 Fourier 系数 χk(t; y) 满⾜
的⽅程为

∂2

∂t2

[
1
4β

2 + k2 −
(
∂

∂y − iRkt
)2

]
χk = iβRk∂χk

∂t − gβk2χk
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Laplace 变换与解

Fourier 变换与 Laplace 变换

∂2

∂t2

[
1
4β

2 + k2 −
(
∂

∂y − iRkt
)2

]
χk = iβRk∂χk

∂t − gβk2χk

由于 k = 0 的 Fourier 项恰好对应于分层剪切流, 所以
是稳态解, 因此只考虑 k ̸= 0 的部分. 这些部分的
χk(t; y) 满⾜边界条件

χk(t; 0) = 0.

设它在 t = 0 的时刻满⾜初始条件

χk(0; y) = ψ(y), ∂tχk(0; y) = ζ(y).
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Laplace 变换与解

Fourier 变换与 Laplace 变换

将⽅程对 y ⽅向进⾏ Laplace 变换, 得到(省略下标 k )

∂tt

[
1
4β

2 + k2 + (η − Rkt)2
]
χ̂− iβRkχ̂t + R2B2k2χ̂ = ξ(t).

其中

ξ(t) = −∂
3χ(t; 0)
∂y∂t2

是边界项, 初始条件变为

χ̂(0; η) = ψ̂0(η), χ̂t(0; η) = ζ̂0(η).
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Laplace 变换与解

⽅程的解的形式

上述⽅程是⼀个线性常微分⽅程, 它的解可以写成满
⾜初始条件的对应的齐次⽅程的解 χ̂h, 加上零初始条
件的非齐次⽅程的解 χ̂i. 可以显式地解得

χ̂h(t; η) =
g3(s)g′4(s0)− g′3(s0)g4(s)

∆(s0)
ψ̂0(η)

− g3(s)g4(s0)− g3(s0)g4(s)
∆(s0)

ζ̂0(η)

其中 s0 = − η

Rk 是 Laplace 频率与 Fourier 频率的比的

常数倍, s = t + s0 是时间的⼀个平移.
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Laplace 变换与解

⽅程的解的形式

其中

g3(s) = F
(

3
2 − ν,

3
2 + ν; 2 − β1;

1 + iκs
2

)
,

g4(s) =
(

1 + iκs
2

)−1+β1

F
(

1
2 + β1 − ν,

1
2 + β1 + ν; β1;

1 + iκs
2

)
是 ODE 的两个线性⽆关的解, F(a, b; c; z) 是 Gauss 超
⼏何函数, ∆ 是这两个解的 Wroński ⾏列式.
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Laplace 变换与解

⽅程的解的形式

式中的 m =
√

1
4β

2 + k2, κ = Rk
m , β1 = β

2m , 为取决于频

率的常数, B2 = gβ
k2 是 Richardson 常数, ν =

√
1
4 − B2

是⼀个取决于它的常数.

非齐次⽅程的解通过解 Grenn 函数由积分形式给出为

χ̂i(η, t) =
∫ t

0

g3(t1 + s0)g4(s)− g3(s)g4(t1 + s0)

∆(t1 + s0)

× ξ(t1)

[1 + κ2(t1 + s0)2]m2 dt1
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Laplace 变换与解

⽅程的解的形式

若解 χ 在⽆穷远处是有界的, 则根据 χ̂ = χ̂h + χ̂i 的单
值性, 可以得出边界项 ξ(t) = −∂yttχ(t; 0) 满⾜的第⼀
类 Volterra 积分⽅程∫ s

s0

g3(s1)

∆(s1) (1 + κ2s2
1)m2 ξ(s1 − s0)ds1

=
g′3(s0)

∆(s0)
ψ̂0(η)−

g3(s0)

∆(s0)
ζ̂0(η)

在 s0 = iκ−1 − t 处成立, 等价于

杨⾦成 指导老师：李东升老师 & 林治武老师 半空间与管状空间中 剪切流的⽆粘衰减



半空间与管状空间
中

剪切流的⽆粘衰减

杨⾦成
指导老师：李东升
老师 & 林治武老师

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Laplace 变换与解

⽅程的解的形式

∫ t

0
K(t − t1)ξ(t1)dt1 = K1(t)ψ̂0 (−im(1 + iκt))

+ K2(t)ζ̂0 (−im(1 + iκt)) ,

K,K1,K2 均可由超⼏何函数显示表出.

这样, 就将解在频谱空间中显式地表达了出来. 下⼀步
的任务就是对这个解给出 L2 控制.
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Laplace 变换与解

⽅程的解的形式

总结起来, ⽅程的解如下得到:

ψ = e 1
2βyχ,

χ̂ = χ̂h + χ̂i,

χ̂h = G1(s, s0)ψ̂0 + G2(s, s0)ζ̂0,

χ̂i = G3(s, s0) ∗ ξ,
ξ ∗ K = K1ψ̂0 + K2ζ̂0.

要解最后⼀个⽅程, 两边卷积上 K 的逆 Kinv. 得到

ξ =
(

K1ψ̂0 + K2ζ̂0

)
∗ Kinv.
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Laplace 变换与解

⽅程的解的控制

只需要控制各系数即可. 因为⼤家都有表达式, 所以可
以得到渐近展开如下. 如果定理中(1)的条件满⾜, 则

|Kinv(t)| ≲ ⟨t⟩−
5
2−ν ,

|K1(t)| ≲ k2 ⟨t⟩
3
2+ν ,

|K2(t)| ≲ k2 ⟨t⟩
5
2+ν ,

否则 Kinv 有振荡的分量. 所以有

|ξ(t)| ≲ k 3
2−σ ⟨t⟩−

1
2−σ

∥∥ψ0e−my∥∥
Hσ(R)

+ k 3
2−σ ⟨t⟩

1
2−σ

∥∥ζ0e−my∥∥
Hσ(R) .
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Laplace 变换与解

⽅程的解的控制

进⼀步得到

χ̂i(t; η) ≲ k 3
2−σ ⟨s⟩−

3
2+ν ⟨s0⟩ν−σ+1(∥∥ψ0e−my∥∥

Hσ(R) + ⟨t⟩
∥∥ζ0e−my∥∥

Hσ(R)

)
.

故

∥χi∥L2(R) ≲
(∥∥ψ0e−my∥∥

H2(R) +
∥∥ζ0e−my∥∥

H3(R)

)
⟨t⟩−2+2ν .

这样就控制了非齐次项.
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Laplace 变换与解

⽅程的解的控制

齐次项的控制使用如下引理.

对于g(t; x, y), h(x, y), 假设存在 a > 0 与 b, c ∈ R 满⾜

|ĝ(t; k, η)| ≲ ⟨s⟩−a ⟨s0⟩b |k|c
∣∣∣ĥ(k, η)∣∣∣ , 0 ̸= k ∈ Z, η ∈ R,

那么

∥P̸=0g (t)∥L2(T×R) ≲ ⟨t⟩−a ∥h∥Hc
xHb+a

y (T×R) .
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Laplace 变换与解

⽅程的解的控制

由于对于齐次项我们有

|χ̂h(t; η)| ≲ ⟨s⟩−
3
2+ν ⟨s0⟩

3
2+ν

∣∣∣ψ̂0(η)
∣∣∣

+ ⟨s⟩−
3
2+ν ⟨s0⟩

5
2+ν

∣∣∣ζ̂0(η)
∣∣∣

因此

∥P ̸=0χh∥L2 ≲ ⟨t⟩−
3
2+ν

(
∥ψ0∥L2

xH3
y(T×R) + ∥ζ0∥L2

xH4
y(T×R)

)
.
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Laplace 变换与解

⽅程的解的控制

综合上面两个控制, 我们得到流函数的控制

∥P̸=0χ∥L2 ≲ ⟨t⟩−
3
2+ν

(
∥ψ0∥L2

xH3
y(T×R) + ∥ζ0∥L2

xH4
y(T×R)

)
.

类似地得到速度场的控制∥∥∥P̸=0e−
1
2βyvx

∥∥∥
L2

≲ ⟨t⟩−
1
2+ν

(
∥ψ0∥H1

xH2
y
+ ∥ζ0∥H1

xH3
y

)
,∥∥∥e− 1

2βyvy
∥∥∥

L2
≲ ⟨t⟩−

3
2+ν

(
∥ψ0∥H1

xH3
y
+ ∥ζ0∥H1

xH4
y

)
.

这证明了定理(1). 定理(2)的证明由 Kinv 的形式类似得
到.
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Hamilton 系统与不变量

Hamilton 结构

令

Ψ = e− 1
2βyψ,

Υ = e− 1
2βyT,

Ω =

(
−∆+

1
4β

2
)
Ψ = e− 1

2βy (ω + βψy) .

则线性化⽅程为

∂

∂t

(
Ω
Υ

)
= JL

(
Ω
Υ

)
杨⾦成 指导老师：李东升老师 & 林治武老师 半空间与管状空间中 剪切流的⽆粘衰减



半空间与管状空间
中

剪切流的⽆粘衰减

杨⾦成
指导老师：李东升
老师 & 林治武老师

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Hamilton 系统与不变量

Hamilton 结构

L =

( (
−∆+ 1

4β
2)−1 −y

−y B2 + βy

)
是⼀个自伴算⼦,

J = ∂x

(
β 1
1 0

)
是⼀个反自伴算⼦.

这种形如 ∂tu = JLu 的系统有两个不变量.
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Hamilton 系统与不变量

Hamilton 结构

∂tu = JLu
其中 u 是 Hilbert 空间 X 中的元素, L : X → X∗ 是⼀个
有界线性算⼦, 并诱导 X 上的⼀个对称的⼆次型
⟨L·, ·⟩, J : X∗ ⊃ D(L) → X 是⼀个反自伴算⼦.

如果 L 诱导的⼆次型 ⟨L·, ·⟩ 只有有限多个负⽅向
n−(L), 那么可以得到零解的稳定性. 其中⼀个不变量
就是这样构造的.
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Hamilton 系统与不变量

不变量

两不变量其⼀是

H (Ω,Υ) =
1
2

⟨
L
(

Ω
Υ

)
,

(
Ω
Υ

)⟩
=

∫∫
R2
+

1
2

(
β2

4 Ψ2 + |∇Ψ|2
)

+
1
2
(
B2 + βy

)
Υ2 − yΩΥdxdy

但是它有⽆数个负⽅向.
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Hamilton 系统与不变量

不变量

其⼆是

P(Ω,Υ) =
1
2

⟨(
0 1
1 −β

)(
Ω
Υ

)
,

(
Ω
Υ

)⟩
=

∫∫
R2
+

ΩΥ− 1
2βΥ

2dxdy

但是它也有⽆数个负⽅向.

所以都不可以用来判别 Lyapunov 稳定性.
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