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Introduction

Soient K un corps de nombres algebriques totalement reel, et 'K sa fonc

tion zeta. D'apres un theoreme de Siegel [24], 'K(1 - k) est un nombre

rationnel si k est entier ~ 1; il est ~ 0 si k est pair. Lorsque K est

abelien sur Q, on peut ecrire ce nombre comme produit de "nombres de

Bernoulli generalises"

'K(1 - k) = IT L(X, 1 - k) = IT ( - bk(X)/k),
X X

cf. [18],

ou X parcourt l'ensemble.des caracteres de Q attaches a K. Cela permet

de demontrer des proprietes de congruence reliant les 'K(1 - k) pour di

verses valeurs de k, et d'en deduire par interpolation une fonction zeta

p-adigue pour Ie corps K, au sens de Kubota-Leopoldt (cf. [7], [10],

[ 11], [16]).

Dans ce qui suit, je me propose d'etendre une partie de ces resultats au

cas d'un corps totalement reel quelconque (non necessairement abelien

sur Q). La methode suivie est celle de Klingen [13]et Siegel [25], [26].

Elle consiste a utiliser Ie fait que 'K(1 - k) est Ie terme constant

d'une certaine forme modulaire sur SL2(Z) dont les autres termes se cal

culent par des formules simples (ee sont des combinaisons lineaires d'ex-

ponentielles en k). Tout revient done a transferer les proprietes de ces

termes au terme constant lui-meme. On est amene, pour ce faire, a defi

nir les "formes modulaires p-adiques", limites de formes modulaires au

sens usuel (sur Ie groupe SL2(Z»; de telles formes intervenaient deja,

au moins implicitement, dans les travaux d'Atkin sur les coefficients

c(n) de l'invariant modulaire j, cf. [2]. L'etude de ces formes fait

l'objet des §§ 1, 2 et 3; elle repose de fa~on essentielle sur Ie theoreme
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recent de Swinnerton-Dyer [27] donnant la structure de l'algebre des

formes modulaires (mod.p). Les principaux resultats sont les suivants

a) Une forme modulaire p-adique a un poids qui est, non plus un entier,

mais un element d'un certain groupe p-adique X = Z x Z/(p - 1)Z, cf.p
n01.4.

b) Si

f = L a (f) qn
n=O n

est une forme modulaire p-adique de poids ~ 0, il existe des formules

donnan~ a (f) en termes des a (f), n ~ 1, cf. n02.3.o n
c) Toute forme modulaire (au sens usuel) sur Ie groupe ro(p) est une

forme modulaire p-adique, cf. §3.

Dans l'application aux fonctions zeta, on rencontre des familIes (f ) des

formes modulaires p-adiques dependant (ainsi que leur poids) d'un para-

metre p-adique s. L'etude de ces familIes fait l'objet du §4. Le cas

Ie plus important est celui ou les fonctions s ~ a (f), n ~ 1, ap-n s
partiennent a l'algebre d'Iwasawa A du n04.1; on en deduit alors des pro-

prietes analogues pour la fonction s~ a (f), cf. nOs 4.6 et 4.7.o s
Une fois ces resultats etablis, leur application a l'interpolation p-

adique de t K ne presente pas de difficultes; c'est l'objet du §5. La

fonction zeta p-adique de K est definie au nO 5.3; ses principales pro

prietes sont donnees par les ths. 20, 21, et 22. De nombreuses questions

restent ouvertes; on en trouvera une breve discussion au n05.6.
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1.1. Notations

§1.
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Formes modulaires p-adiques

a) Congruences

La lettre p designe un nombre premier; on note v la valuation du corps
p

p-adique Qp' normee de telle sorte que vp(p) = 1; un element x de Qp est

dit p-entier s'il appartient a Z , i.e. si v (x) ~ o.
p P

Si f = I a qn E Q ((q]] est une serie formelle en une indeterminee q,
n p

on pose

v <f) = inf.v (a ).
p p n

Ainsi, v (f) ~ 0 signifie que fez [[q]}. Lorsque v (f) ~ m, on ecrit
p p p

aussi f = 0 (mod.pm).

Soit (f i ) une suite d'elements de Qp[[q]l. On dit que f i tend vers f

si les coefficients de f i tendent uniformement vers ceux de f, i.e. si

vp(f - f i ) ~ + ~.

b) Series d'Eisenstein

Si k est un entier pair ~ 2, nous poserons

Gk = - bk /2k + l °k_1(n) qn (q = 21Tiz)e ,
n=l

Ek = 2k G = 1 -
2k I °k_t(n)

n
bk k bk

q ,
n=l

o~ bk designe Ie k-ieme nombre de Bernoulli et 0k_l(n) = l dk- l . Si

din

k ~ 4, Gk et Ek sont des formes modulaires de poids k (relativement au

groupe SL2(Z» .

c) Les series P,Q,R

On pose, avec Ramanujan,



195
Ser-5

P = E2 = 1 - 24 IOl(n) qn

Q = E4 = 1 + 240 l °3 (n)
nq

R = E6 = 1 - 504 I 05(n) nq

Les series Q et R engendrent l'algebre graduee des formes modulaires :

toute forme modulaire de poids k s'ecrit de fa~on unique comme polyn8me

isobare de poids k en Q et R. Par exemple

E10 = QR, 441 93 + 250 R2

= 691

~ = 2- 63- 3 (Q3 _ R2) = q IT
n=l

(1 - qn)24 = L T(n)qn.
n=1

La serie P n'est pas une forme modulaire au sens habituel. Toutefois

nous demontrerons plus loin (cf. nO 2.1) que c'est une "forme modulaire

p-adique" de poids 2.

d) Exemples de congruences

D'apres Kummer, bk /2k est p-entier si et seulement si k n'est pas divi

sible par p - 1; on a alors Vp(Gk ) = O. De plus, si k' - k (mod.(p - 1»,

on a bk /2k - bk ,/2k' (mod.p); comme la congruence analogue pour 0k_l(n)

est evidente, on en conclut que :

Gk - G
k

, (mod. p) s i k' - k t. a (mod. (p - 1) ) .

(Plus generale~ent, il semble que toute congruence sur les nombres de

Bernoulli puisse etre etendue en une congruence sur les Gk .)

Lorsque k, par contre, est divisible par p - 1, Ie theoreme de Clausen

von Staudt montre que vp(bk/k) = - 1 - vp(k). On a done vp(k/bk ) > 1,

d'o~ :

E
k

_. 1 (mod •p ) si k - a (mod.(p - 1».



Ser-6

Plus precisement

196

E 1 ( d 2m) ~ k a (mod.2m- 2>.k - mo. ~ -

1.2. L'algebre des formes modulaires (mod.p)

Si k E Z, notons Mk l'ensemble des formes modulaires

f = l
n=O

de poids k, dont les coefficients an sont rationnels et p-entiers. Si

f E Mk , la reduction f de f modulo p appartient a l'algebre Fp[[q]] des

series formelles a coefficients dans Fp = Z/pZ. L'ensemble des series

ainsi obtenues sera note Mk . On pose

crest une sous-algebre de Fp[[q]], appelee algebre des formes modulaires

(mod.p). La structure de Ma ete determinee par Swinnerton-nyer [27].

Rappelons brievement Ie resultat (pour plus de details, voir ~20] ou

[ 27] )

(i) Le cas p > 5

On a vu (nO 1.1) que E = 1 (mod.p), autrement dit E = 1. Lap-l p-l
multiplication par Ep_1 applique Mk dans Mk+p- 1 ' et lion en deduit des

inclusions :

Mk c Mk +p - 1 c ••. C Mk +n (P-l) c ...

Si a E Z/(p-l)Z, notons MQ la reunion des Mk , pour k parcourant a. L'un

des resultats de Swinnerton-nyer est que Mest somme directe des MQ
,
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pour a E Z/(p-l)Z; en d'autres termes, M est une algebre graduee, de

groupe des degres Z/(p-l)Z; on a ~ = 0 si a est impair, i.e. non divi

sible par 2 dans Z/(p-l)Z. De plus, M s'identifie au quotient de l'alge

bre de polyn8mes Fp[Q,R] par l'ideal principal engendre par A - 1, o~

A(Q,R) est Ie polyn8me isobare de poids p - 1 obtenu par reduction

(mod.p) a partir du polynome A tel que Ep_ l = A(Q,R). (En termes images,

la relation E = 1 est "la seule relation" entre formes modulairesp-l
(mod.p).)

Cette description de M montre que M (resp. sa sous-algebre MO) est

l'algebre affine d'une courbe algebrique Y (resp. YO) qui est lisse sur

F ; on trouvera une interpretation "geometrique" de Y et de yo dans [20] ,
P

p.416-05; notons seulement ici que M et MO sont des anneaux de Dedekind,

puisque Y et yo sont lisses.

Exemples

- Pour p = 11, on a Ep_1 = QR, d'ou

M = F11[Q,R]/(QR - 1) et

Les courbes Y = Spec(H) et yo = Spec(MO) sont des courbes de genre 0,

13, on a Ep_1- Pour p =

ayant chacune deux points a l'infini, rationnels sur F1l •

= 441 Q3 + 250 R
2

, d'ou
691

et

La courbe Y (resp. YO) est une courbe de genre 1 (resp. de genre 0),

ayant un seul point a l'infini, rationnel sur F13 •

(ii) Le cas p = 2,3

On a alors Q = R = 1. On en deduit facilement que Ms'identifie a
ltalgebre de polynomes F [~], engendree par la reduction (mod.p) de ~.

p

On a Mk- 2 C Mk et meme Mk- 2 = Mk si k n'est pas divisible par 12. On

convient que MO = M.
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1.3. Congruences (!2£ pm) entre formes modulaires

THEOREME 1. §2i! m un entier > 1. Soient f ~ f' deux formes modulaires

a coefficients rationnels, de poids k et k' respectivement. On suppose

que f ~ 0 et que

v (f - f') > v (f) + m.p p

On a alors

k' _ k (mod. (p_1)pm-1) si p > 3

si p = 2.

Quitte a multiplier f par un scalaire, on peut supposer que v (f) = 0,p

auquel cas l'hypothese equivaut a :

En particulier, les coefficients de f et de f' sont p-entiers, et l'on

a f = f' ~ o. Si p > 5, on voit que f et ft appartiennent a la meme

composante MQ de l'algebre M(cf. nO 1.2), autrement dit, on a k' = k,
(mod.(p-1»; la meme congruence subsiste si p = 2 ou 3, puisque k' et k

sont pairs. Le th.1 est done demontre pour m = 1.

Supposons maintenant m > 2. Soit h = k' - k. Quitte a remplacer f'

par

f'E
(p_l)pn

avec n assez grand, on peut supposer que h > 4. La serie d'Eisenstein

Eh est alors une forme modulaire de poids h; comme h est divisible par

p-1, on a Eh - 1 (mod. p) . Posons r = v (h) + 1 si p > 3 etp
r = v (h) + 2 si p = 2. II nous faut montrer que r > m. Supposons quep

r < m. On a f.'.Eh - f' = f - f' + f(Eh - 1).
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Or f - ft = 0 (mod.pm) et Eh - 1 = 0 (mod.pr), cf. nO 1.1. On en con

clut que f.Eh - f' = 0 (mod.pr) et que

-r -rp (f.Eh - ft) - P fCEh - 1) (mod.p).

Or, dtapres Ie theoreme de Clausen-von Staudt, on a

00

o~ • = r
n=1

n
°h_1(n)q , et v (~) = o.

p

La congruence ci-dessus equivaut done a

f+ - g (mod.p),

\ -1 -rou g est la forme modulaire ~ p (f.Eh - f'), qui est de poids k'.

Comme f ~ 0, ceci peut s'ecrire ~ = glf et montre que ~ appartient au

corps des fractions de M; de plus, g et font meme poids (mod.(p-1»; on

en deduit que i appartient au corps ~es fractions de MO. Or, on a

avec 1IJ = n
°h_1(n)q ,

et on verifie facilement que

oil e = q d/dq (cf. [27]).

Pour tirer de la une contradiction, distinguons deux cas

(i) p -- 5.

On a alors
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d'o~ ~ E MO, vu les proprietes de l'operateur e (cf. [20], [27]). L'equa

tion , - ~p = ~ montre que, est entier sur MO, done appartient a MO ,

puisque MO est integralement clos; cela contredit Ie lemme de [20],

p.4-16-11.

(ii) p = 2 ou 3.

On a a10rs ~ = 6, comme le montrent les congruences donnant T(n) modulo

6. Or M= Fpl6l. et l'equation X - xP = ~ est evidemment irreductible

sur le corps F (6). On obtient encore une contradiction.
p

Remargues

1) Le fait que $ ne puisse pas appartenir au corps des fractions de

MO peut aussi se demontrer par un argument de filtration, generalisant

celui de [20], loc.cit.

2) 11 serait interessant de decrire geometriquement le revetement cy-

clique de degre p de 1a courbe yo (ou de la courbe Y) defini par l'equa

tion X - xP = ~.

1.4-. Formes modulaires p-adiques

a) Le groupe X

Soit m un entier > 1 (resp. > 2 si p = 2). Posons

X = Z/(p-1)pm-1Z = Z/pm-1Z x Z/(p-1)Z
m si p ;. 2

et si p = 2.

Lorsque m ~ ~, les Xm forment de fa~on naturelle un systeme projectif;

nous designerons par X 1a limite projective de ce systeme. On a

X = lim. X
+-- m [

z x Z/ (p-1)Z
= p

Z2

si

si

p ;. 2

p = 2,

ou Zest l'anneau des entiers p-adiques. Le groupe X est un groupe dep

Lie p-adique compact de dimension 1. L'homomorphisme canonique Z ~ X
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est injectif; nous l'utiliserons pour identifier Z a
de X.
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un sous-groupe dense

II Y a souvent interet a considerer les elements de X comme des carac

teres (p-adiques) du groupe z; des unites p-adiques. De fa~on plus pre

cise, soit V Ie groupe des endomorphismes continus de Z*, muni de la
p p

topologie de la convergence uniforme. On verifie facilement que l'appli-

cation naturelle de Z dans Vp se prolonge en un homomorphisme continu

£ X ~ Vp . Cet homomorphisme est injectif si p = 2, et bijectif si

p # 2. Si k E X, et y E Zp' on note yk Ie transforme de y par l'endo

morphisme E(k) de Zp. Si l'on ecrit k = (s,u), avec s E Zp'

E Z/( 1)Z t . l' d~ p-1 = 1 et 1u p-, e S1 on ecompose v en v1v 2 , avec v1 v 2 -
k k k u s(mod.p), on a v = v1v 2 = v1v 2.

Un element k E X est dit pair s'il appartient au sous-groupe 2X, i.e.

si (_l)k = 1. Lorsque p ~ 2, cela signifie que la seconde composante u

de k est un element pair de Z/(p-l)Z; lorsque p = 2, cela signifie que

k appartient a 2Z2.

b) Definition des formes modulaires p-adiques

Une forme modulaire p-adique est une serie formelle

a coefficients an E Qp' possedant la propriete suivante :

(.) 11 existe une suite f i de formes modulaires a coefficients ration

nels, ,de poids ki , telle que lim. f i = f.

(Rappelons, cf. nO 1.1, que lim. fl.. = f signifie que v (f. - f) tend
p l.

vers + ~, i.e. que les coefficients des f. tendent uniformement vers c€uxl.
de f.)

Remarque. La definition ci-dessus est la definition originale donnee

dans [21]. On en trouvera une interpretation "geometrique" (ainsi qu'une

generalisation) dans Ie texte de Katz [ 12] .
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c) Poids d'une forme modulaire p-adique
~ \

THEOREME 2. Soit f une forme modulaire p-adigue ~ 0, et soit (fi ) ~

suite de formes modulaires de poids (k i ), a coefficients rationnels,

ayant pour limite f. Les ki ont alors une limite dans Ie groupe

X = ~. Xm; cette limite depend de f, mais pas de la suite (fi ) choisie.

Par hypothese, on a v (f. - f.) ~ + -; d'autre part, les v (f.) sontp ~ ] p ~

egaux a vp(f) pour i assez grand. En appliquant Ie th.1, on en deduit

que, pour tout m > 1, l'image de la suite k. dans X est stationnaire;
~ m

cela signifie que les ki ant une limite k dans X. Le fait que cette

limite ne depende pas de la suite choisie est immediate

La limite k des ki est appelee Ie poids de f; c'est un element pair de

X. On convient que a est de poids k, quel que soit k E 2X. Avec cette

convention, les formes modulaires p-adiques de poids donne forment un

Q -espace vectoriel (et meme un espace de Banach p-adique pour la norme
p

definie par v ).p

Si des formes modulaires p-adiques f i , de poids ki E 2X, tendent vers

une serie formelle f, celle-ci est une forme modulaire p-adiqu~. De

plus, si f # 0, les k i ont une limite k dans X, et f est de poids k;

cela se deduit du th.2, en approchant les f. par des formes modulaires
~

au sens usuel.

Exemple. Si P = 2,3,5, on a Q - 1 (mod.p), d'oh

1 _
Q -

ce qui montre que 1/Q est modulaire p-adique, de meme que la serie

1/j = 6/Q3, qui est de poids O. II n'est d'ailleurs pas difficile de

demontrer que (pour p = 2,3,5) une serie fest modulaire p-adique de

poids 0 si et seulement si elle s'ecrit sous la forme

f = l
n=O

l
n=O

b ~nQ-3n
n '
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avec b E Qp et v (b ) ~ + ~, et l'on a alors v (f) = inf.v (b ).n p n p p n
Plus generalement, on aurait pu definir l'algebre des formes modulaires

p-adiques de poids 0 comme l'alg~bre "de Tate" de la droite projective

privee des disques ouverts de rayon 1 centres aux valeurs "supersingu

lieres" de j; c'est Ie point de vue adopte par Katz [12].

1.5. Premieres proprietes des formes modulaires p-adigues

Si fest une forme modulaire p-adique, on a v (f) ~ - ~, i.e. il existe
p

une puissance pN de p telle que pNf E Z [[q]]; cela resulte de la definip

tion, et du fait analogue pour les formes modulaires usuelles. De plus,

Ie th.l reste valable :

THEOREME 1'.' Soit m un entier ~ 1. Soient f et f' deux formes modulaires

p-adiques, non nulles, de poids k, k' E X respectivement. Si

v (f - f') ~ v (f) + m,p p

k ~ k' ont meme image dans Xm•

On ecrit f (resp. f') comme limite de formes modulaires usuelles f i
(resp. fi) de poids k i (resp. ki). Pour i assez grand, on a

v (f.) = vp(f) = v (f')= v (f!)
p ~ P P ~

et v (f.p ~
f!) ~ v (f) + m,
~ p

ce qui, d'apres Ie th.1, montre que ki et ki ont meme image dans Xm; Ie

theoreme en resulte.

COROLLAIRE 1. Soit f = ao + ~1q + ••• + anqn + ••• une forme modulaire

p-adique de poids k E X. Soit m un entier ~ 0 tel que l'image de k dans

Xm+1 sait ~ o. On a alors

v (a ) + m ~ inf. v (a ).
p 0 n ~ 1 P n
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(En d'autres termes, si les an sont p-entiers pour n ~ 1, il en est de

meme de pmao ·)

Si ao = 0, il n'y a rien a demontrer.

f' = ao est de poids 0, et l'on a

Sinon, la fonction constante

v (f - f') = inf. v (a ).
p n ~ 1 P n

Comme les poids de f et f' ont des images differentes dans Xm+1 , Ie th.1'

montre que vp(f) + m + 1 > vp(f - f'), d'ou Ie resultat cherche puisque

v (a ) ~ vp(f).p 0

Remarque. Lorsque k n'est pas divisible par p-1, i.e. n'appartient

pas au sous-groupe Zp de X, on peut prendre m = ° dans Ie corollaire

precedent, et lIon en deduit que, si les a sont p-entiers pour n ~ 1,
n

il en est de meme de a .o
COROLLAIRE 2. Soit

t a(i) n
L n q

n=O

une suite de formes modulaires p-adigues, de poids k(i). Supposons gue

(a) les a~i), n > 1, tendent uniformement vers des an E Qp;

(b) les k(i) tendent dans X vers une limite k ~ o.
a(i)Alors les 0 ont une limite ao E Qp' et la serie

est une forme modulaire p-adigue de poids k.

Vu l'hypothese lim.k(i) ~ 0, on peut supposer qu'il existe un entier

m tel. que tous les k(i) aient une meme image non nulle dans X. D'autre
m

part, vu (a), il existe t E Z tel que v (a Ci» ~ t pour tout n > 1, etp n

tout i. Dtapres Ie co~.1, on a done v Ca Ci » > t - m pour tout i. Lesp 0

a~i) forment done une partie relativement eompaete de Qp. Si (i j ) est
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(i.)
une suite extraite de (i) telle que ao J

Qp' la serie

Ser-15

converge vers un element ao de

(i.)
f = lim.f J = ao + a 1q + ••• + anqn + •••

est evidemment modulaire p-adique de poids k. De plus, si (ij) est une
(i!)

autre suite extraite de (i) telle que a J converge vers a', la serieo 0

ft = a~ + a
1

q + ••• + anqn ~ .•• est egalement modulaire p-adique de

poids k, et il en est de meme de f - f' = ao - a~. Comme ao - a~ est

aussi de poids 0, ce n'est possible que si ao = a~. Ainsi, a o ne depend
( .)

pas du choix de la suite (i.), ce qui montre bien que a o
1 est une suite. J

convergente.

1.6. Exemple : series d'Eisenstein p-adigues

Soit k E X. Si n est un entier > 1, nous noterons o:_l(n) l'entier p

adique defini par

• () ~ k-l0k-l n = L d ,

la somme etant etendue aux diviseurs positifs d de n qui sont premiers a
p. Cela a un sens, puisqu'un tel element d est une unite p-adique, ainsi

k-lque d ,cf. nO 1.4, a).

Supposons maintenant que k soit pair. Choisissons une suite d'entier's

pairs ki > 4 qui tende vers l'infini au sens usuel (ce que nous ecrirons

Ikil ~ ~ ), et qui tende vers k dans X; c'est evidemment possible. On

a alors

dans z .
p'

k.-l
en effet d 1 tend vers 0 si d est divisible par p (puisque Ikil ~ ~)

d dk-l. (. k k d X)et ten vers S1non pU1sque i ~ ans • De plus, la convergence
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est uniforme en n. Or les 0k._1(n) sont les coefficients d'indice ~ 1
1

de la serie d 1 Eisenstein

et le te~me constant de cette serie est - bk ./2ki , qui est egal, comme
1

on sait, a %~(1 - ki ). Appliquant alors le cor.2 au th.1') on en deduit

que, si k ~ 0, les Gk . ont une limite G~ qui est une forme modulaire p
1

adique de poids k :

ou

11 est clair que cette limite ne depend pas du choix de la suite ki ; nous

l'appellerons la serie d'Eisenstein p-adigue de poids k; son terme con-
1 •stant ao sera note 2 t (1 - k), de sorte que l'on a

-1 • ~. n= -t (1 - k) + L 0k_1(n)q
2 n=l

(k e X, k pair # 0).

Cela definit une fonction t- sur les elements impairs de X - {1}; Ie

cor.2 au th.1' montre que cette fonction est continue (en fait, Ia serie

G: elle-meme depend continQment de k). Nous allons voir que t- est es

sentiellement la fonction zeta p-adique de Kubota-Leopoldt [16]. De

fa~on plus precise:
, \

THEOREME 3. (i) Si P ~ 2, et si (s,u) est un element impair ~ 1 de

X = Zp x Z/(p-1)Z~

oh Lp(S; X) designe Ia fonction L p-adique d'un caractere X (Iwasawa

(11), p.29-30) ~ w designe Ie caractere defini dans [11], p.18.

(ii) Si P = 2, et si s est un element impair ~ 1 de X = Z2'
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cf. [11], p. 29- 30.
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Notons t' la fonction

si p ~ 2

s si p = 2.

II resulte de [11], !2£.cit., que t' est continue, et que

t'(1 - k) = (1 - pk-1) t(1 - k) si k E 2Z, k > 2.

Si k E 2X, k ~ 0, et si (k i ) est une suite convergeant vers k comme

ci-dessus, on a

i -+ 00

1; t (1 - k) = lim. t ' (1 - ki) =
i -+ 00

k.-1
lim.(1 - p 1 ) t(1 - k.).

1

Hais, comme Ik. I tend vers
1

k.-1
+ 00, on a Iim.(1 - p 1 ) = 1, d'ob

i -+ 00

t ' (1 - k) =

ce qui demontre bien que t'

lim. t (1 - k.)
i -+ 00 1

•= t ·

Exemple

Supposons que p = 3 (mod.4) et p # 3. Prenons pour k I'element

(1.~;1) de Zp x Z/(p-l}Z. On peut montrer que

G~ = ~h(-p) + l l
n=1 din

ou h(-p) est Ie nombre de classes du corps Q<!=P).

Remarques

1) Lorsque k est un entier pair> 2, on vient de voir que
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• k-1t (1 - k) = (1 - P ) t(1 - k);

c'est la valeur en 1 - k de la fonction zeta "debarrassee de son p-ieme

facteur". On a en outre

cf. nO 2.1.

2) La fonction t- n'est pas definie au point s = 1 elle a un pOle

simple en ce point [7], (11], (16].

3) Lorsque k est divisible par p-l, on a Vp Ct-Cl - k» < 0, de sorte

que la serie

est a coefficients p-entiers, et E~ = 1 (mod.p). Plus precisement, si

l'image de k dans Xm est nUlle, on a

En particulier, E: tend vers 1 lorsque k tend vers 0; cela conduit a
poser E- = 1.o

4) Lorsque k n'est pas divisible par p-1, il est congru mod. (p-1) a
un entier a compris entre 2 et p-3, et l'on a

b faa (mod.p),

en vertu des congruences de Kummer. En particulier, si pest regulier,

on a t-(1 - k) ~ 0 (mod.p), et la fonction t- ne s'annule nulle part.

Par contre, si pest irregulier, il peut se faire que C¥(1 - k) = 0

pour certaines valeurs de k; la serie G~ correspondante est alors "para

bolique" : son terme constant est nul.
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§2. Operateurs de Heeke

2.1. Action de T l , U, V, e sur les formes modulaires p-adiques

Si

f = 1: anqn
n=O

est une serie formelle a coefficients dans Qp' on pose

flu = Lan
n=O pnq et L

n=O
a qpn

n •

Si l est un nombre premier ~ p, et si k E X, on pose

L
n=O

Lorsque k est sous-entendu, on ecrit flT l au lieu de fl k Tl .

THEORtME 4. Si f est une forme modulaire p-adique de poids k, il en est

de m@me de flu, flv et des fl k Tl (l premier # p).

Choisissons une suite f. = L a .qn de formes modulaires (au sens usu-
1. n,1.

el); a coefficients rationnels, telle que

lim. f. = f.
i ... 00 1.

Quitte a remplacer f i par fiE i' on peut supposer que les poids k i(p-1)p
... 00. Pour tout nombre premier i, on sait (cf.des f. sont tels que Ik.f

],. ],.

par exemple [3], [22]) que Ie transforme f. lTD de f. par l'operateur de
1 -t.. 1

Hecke Ti est une forme modulaire de poids k i , donnee par la formule :
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k.-l
\ qn + l J.= L aln,i \ a ·L n,J.

in
q

k.-l
On a lim. l ~ = lk-1 si i ~ p (car alors lest une unite p-adique),

i -+

k.-1
et lim. l]. = 0 si l = p (puisque Ikil -+ ~). On en conclut que les

i -+ 00

filTl tendent vers .fITl si l ~ p, et vers flu si i = p; cela montre bien

que les series flTl et flu sont des formes modulaires p-adiques, de poids

lim. ki = k. Appliquant ce resultat a fi' on voit que filu est modu-
i -+ 00

laire p-adique de poids k.; comme f. IT est aussi modulaire de poids kJ..']. ]. P
i-k.

on en conclut que f. Iv = P ].(f~IT - f.IU) est modulaire p-adique de]. ]. p ].

poids k.; comme flv = lim. f.lv, il en resulte bien que flv est modu-
]. i -+ ~ ].

laire p-adique de poids k.

Remarque. On peut egalement definir les operateurs de Hecke Tm pour

tout ~ntier'm premier a p, au moyen des formules usuelles. Ces opera-

teurs commutent entre eux, commutent a U et v, et l'on a

T T = T T = Tm n n m mn si (m,n) = 1,

si est premier et n ;> 1.

Exemples

On a G~ITl = (1 + lk-1)G~ et G~IU = G~.

Si k est un entier pair;> 2, un calcul immediat montre que

I k-lGk (1 - P V).

On en deduit
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Pour k = 2, cette formule montre que G2 = - P/24 est somme d'une serie

convergente de formes modulaires p-adiques de poids 2. On en conclut

que P est une forme modulaire p-adique de poids 2.

af = q df/dq = 2 n a qnn

est une forme modulaire p-adique de poids k + 2.

(b) Pour tout hex, la serie

I ~ h n
f Rh = L n an q

(n,p)=1

est une forme modulaire p-adique de poids k + 2h.

Soit (fi ) une suite de formes modulaires, a coefficients rationnels,

telle que lim. f i = f, et soit k i Ie poids de fie On sait (cf. [20],

[27]) que af. = k.Pf./12 + g., ou g. est une forme modulaire de poids
11111

k i + 2. Puisque Pest modulaire p-adique de poids 2, il en resulte que

afi est modulaire p-adique de poids k i + 2, et en passant a la limite

cela montre bien q~e af est modulaire p-adique de poids k + 2.

Choisissons maintenant une suite d'entiers positifs hi telle que

h. -+ h dans X
1

et th.1 -+ 00.
1

h.
Vu ce qui precede, e 1 f est modulaire p-adique de poids k + 2hi • Comme
h.

a 1 f tend vers flRh lorsque i -+ 00, on voit bien que flRh est modulaire

p-adique de poids k + 2h.

Remarque

On ales formules (af) Ii u = p a(f IU), f IRh I, U = 0,

seflv) = peaf) Iv,
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pour tout l premier ~ p.

Exemples

Pour h = 0, on a

e Cp- l )p
m

fiR = lim. f = flCl - UV) = L n
0 m-+ (n,p)=l

anq •

Pour h = (0, E:l) E Z x ZI (p-l)Z, P ~ 3, on a2 p

m
lim. e(p-1)p 12 f =

m-+ oo

nq •

2.2. Une propriete de contraction

Les operateurs de Hecke Tl et Tp laissent stable l'espace Mk des formes

modulaires de poids k a coefficients p-entiers. Par reduction (mod.p)

ils operent done sur Mk ; comme Tp = U (mod.p), on en conclut que U

opere sur ~' done aussi sur les espaces

(a E Z/(p-1)Z,

En fait, U "contracte" les Mk • De fa~on plus precise, nous allons demon

trer le theoreme suivant, en rapport etroit avec des resultats d'Atkin

[ 2], Koike [15] et Dwork :

, ,
THEOREME 6.

(i)

(ii)

,.."

Si k > P + 1, U applique Mk dans Mk " avec k' < k.

La restriction de U a M est bijective.- p-1 -

Lorsque p = 2 ou 3, on a M= Fp[~] , et Mk est l'espace des polyn8mes

en ~ de degre < k/12~ Utilisant la formule (gPf)IU = g.(fIU) Cmod.p),
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on verifie que ~ilu = 0 si i ~ 0 (mod.p) et -i ~i/p
A JU = u sinon. On

en conclut que U applique Mk dans ~" avec k' = [kIp], d'oll Ie theoreme

dans ce cas.

Supposons maintenant p > 5. Si f est un element d'un Ma , notons w(f)

la filtration de f (cf. [20], [27]), i.e. la borne inferieure des k tels

LEMME 1.

(a) On a w(Sf) < w(f) + p+1, et il y a egalite si et seulement si

w(f) ~ 0 (mod.p).

(b) ~ w(fi) = i w(f) pour tout i > 1.

L'assertion (a) est demontree dans [27], Lemme 5 et dans [20], cor.3

au th.5.

Pour prouver (b), on peut supposer f ~ 0, i.e. w(f) ~ -~. Ecrivons

alors f comme polyn8me isobare F(Q,R) en Q,R, de poids k = w(f). Le

polyn8me F n'est pas divisible par Ie polyn8me A du nO 1.2 ([27], loc.

cit.). Comme Aest sans facteur multiple, il en resulte que Fi n'est
,..., i i ,..., ,...,

pas non plus divisible par A, d'oll Ie fait que f = F (Q,R) est de fil-

tration ike

LEMME 2.

(i) On a w(fIU) < p + (w(f) - 1)/p.

(ii) Si w(f) = p-1, on a w(fJU) = p-1.

On a l'identite

pour tout f E Fp[ [ q] ] •

Si lion pose k = w(f) et k' = w(fIU), Ie lemme 1 montre que

et
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On en conclut que pk' < Sup(k, k + p2 - 1) = k + p2 - 1, ce qui demontre

(i).

Supposons maintenant q~e k = p-1. Si l'on calcule e 2f au moyen de la

formule 12e = kP + a (cf. [27] pour la definition de la derivation a),

on trouve que 12 2e2f = Qf + a2f, d'ou e2f E Mp +3' La filtration h de

e2f est donc - ~, 4 ou p+3. Dans Ie premier cas, on aurait e 2f = 0,

d'ou eP- 1f = 0 et f serait egal a (flu)p, ce qui est absurde, puisque la

.filtration de f n'est pas divisible par p. Dans Ie cas h = 4, e2f se

rait multiple non nul de Q, ce qui est egalement absurde puisque son

terme constant est nul. On a donc necessairement w(S2 f ) = p+3. Appli-

quant Ie Lemme 1, on en conclut que

pour o < i. < p-3.

(Observer que p + 3 + i(p + 1) n'est pas divisible par p si i < p-4.)

En particulier, on a weeP-if) = p + 3 + (p - 3)(p+1) = pep - 1), d'oll

w«flu)p) = p(p-1), et w(flu) = p-l.

Le theoreme 6 est maintenant immediate L'assertion (i) resulte du

Lemme 2 (i), compte tenu de ce que p + (k - l)/p est < k si k > P + 1.

D'autre part, si f est un element non nul de M l' on a, soit w(f) = 0,p-
et fest une constante, d'ou flu = f ~ 0, soit w(f) = p-1 et le Lemme 2

(ii) montre que w(fIU) = p-1, d'ou flU ~ 0; ainsi, la restriction de U

a Mp_1 est injective, donc bijective, puisque Mp_1 est de dimension finie.

Le th.6 entratne aussit8t Ie resultat suivant :

COROLLAIRE. 22!! a un element pair de Z/(p-1)Z, p > 5.

(i) On peut decomposer MQ de faxon unique en Ma = Sa , Na, de telle

sorte que U soit bijectif sur Sa et localement nilpotent sur Na• On a

Sa C M., ou j E a est tel que 4 < j < p+1'; en p.articulier, Sa est de
J -

dimension finie.

(ii) Pour a = 0, on a j = p - 1 ~ SO = M 1.p-
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Lorsque p = 2 ou 3. on a une decomposition analogue de M= Fp[~] en

M = SeN. avec S = Mo = Fp et N= ~.M; l'endomorphisme U est l'iden

tite sur S, et est localement nilpotent sur N.
Remarque

Lorsque a ~ 0, il peut se faire que Sa soit distinct de M., i.e. que
J

la restriction de U a M. admette 0 pour valeur propre; c'est Ie cas pour
J

a = j = 16 et p = 59. On a toutefois Sa = M. dans chacun des cas sui
J

vants

a = 2, j = p+1; les seules valeurs propres de U sur Mp+1 sont en effet

!1, cf. nO 3.3, cor. au th.11.

a = j = 4, 6, 8, 10, 14; M. est alors reduit aux multiples de la se
J

rie d'Eisenstein Gj , et celle-ci est invariante par U.

Pour a

et T(p).

= j = 12 (et p ~ 11), les valeurs propres de U sur M. sont 1
J

On a donc Sa ~ M. si et seulement si T(p) = 0 (mod.p);
]

d'apres M.Newman, c'est Ie cas pour p = 2411.

2.3. ApPlication au calcul d~ terme constant d'une forme modulaire p

adigue

Si fest une serie formelle en q, nous conviendrons de noter an'f) son

n-ieme coefficient; nous dirons que fest parabolique si son terme con-

stant ao(f) est nul.

Soit f une forme modulaire p-adique de poids k E X. Naus allons voir

que, si k ~ 0, ao(f) peut se "calculer" en fonction des an(f), n;> 1.

Commen~ons par un cas particulier simple

, \

THEOREME 7. Si f est une forme modulaire p-adique de poids k ~ 0, et si

p = 2, 3, 5 ou 7, on a

lim. a
pn

(f).
n -+ 00

Comme pest regulier, on a ~·(1 - k) # 0, cf. nO 1.6, et la serie d'

Eisenstein p-adique G~ a un terme constant # o. On peut donc ecrire f
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• n= 0k-1(P ) = 1; la formule estet

evidente.

•comme somme d'une forme parabolique et d'un multiple de Gk • On est ainsi

ramene a demontrer le th.7 dans les deux cas suivants :

•a) f = Gk •

On a alors ao(f) = tC-(1 - k)

b) fest parabolique.

On doit prouver que a (f) tend vers O.
pn

suffit de prouver

LEMME 3. Si f est parabolique, et p < 7, on a

lim. ftun = o.
n -+ 00

Quitte a faire une homothetie sur f, on peut supposer que v (f) = o.p

Soit f la reduction (mod.p) de f, et soit a l'image de k dans Z/(p-1)Z;

on a f E Ma. Utilisons la decomposition Ma = sa , Na fournie par le

corollaire au th.6. Du fait que p < 7 , l'entier j correspondant est

<; 8, et Sa est simplement l'ensemble des multiples de Ek ; il en resulte
-a l'ensemble des elements paraboliques de M. On a donc f E Na,que Nest

et il existe un entier m ;> 1 tel que flum = 0, i.e.

Appliquons ce resultat a la forme parabolique 1 flum. On en deduit qu'il
p

existe un entier m' ;> 1 tel que

v (flum+m') ;> 2.
P

D'ou, par une recurrence evidente, le fait que v (fIUn ) tend vers l'
p

infini avec n, ce qui demontre le lemme (et le th.7).

Remarque

Lorsque p ;> 11, la formule (.) reste valable pourvu que lr on ait
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k = 4, 6, 8, 10, 14 (mod.(p - 1»; la demonstration est la meme. Le

cas p = 11, f = A montre qu'une hypothese sur k est necessaire.

Nous allons maintenant etablir une formule analogue a (.), valable

pour tout k divisible par p-l.

, \

THEOREME 8. II existe un polyn8me H en U et les Ti , a coefficients en-

tiers, tel que, pour tout k E X divisible par p-1, on ait :

(i) E:IH = c(k) E:. avec c(k) inversible dans Zp'

(ii) lim. flHn = 0
n-t>oo

pour toute forme modulaire p-adigue f de poids k gui est paraboligue.

(Noter que H ne depend pas de k, mais que son action sur f en depend;

lorsque Iron desire mettre ce fait en evidence, on ecrit flk H au lieu

de fIH.)

COROLLAIRE. Pour'toute forme modulaire p-adigue f, de poids k ~ 0, avec

k = 0 (mod.(p - 1»,~

lim. c(k)-n a 1 (fIHn ).
n -+ 00

)I
En effet, il suffit de verifier la formule (•• ) lorsque f = Ek et lors-

que fest parabolique; dans Ie premier cas elle resulte de (i), et dans

Ie second de (ii).

(On notera que, pour k fixe, a 1 (fIHn ) est combinaison Zp-lineaire des

am(f), m ~ 1; la formule (•• ) donne donc bien un procede de calcul de

ao(f) en fonction des am(f).)

Demonstration du theoreme 8

Si P = 2, 3, 5, 7 on prend H.= U, cf. th.7. On peut done supposer

que p ~ 11. Tout revient a construire un polynome H en U et les T l , a
coefficients dans F , tel que :p

(i)' llH = c, ~ c ~ 0 dans Fp .

(ii) , f ...... f Iif est localement nilpotent sur l' ensemble pO des elements



Ser-28 218

-0paraboliques de M •

En effet, si l'on dispose d'un tel H, on prend pour H un polyn8me a

coefficients entiers dont la reduction (mod.p) est egale a H. Comme

E:IU = E: et E~ITl = (1 + t
k- 1)E:, on a

avec

de plus, l'image de c(k) dans Fp est egale a c, ce qui montre que c{k)

est inversible dans Z , d'ou (i). Le fait que (ii)' entraine (ii) sep

demontre par l'argument utilise pour Ie th.?

Construction de H

. -0 -Faisons operer U et les Tl sur l'espace vector1el S = Mp_1 ' cf. cor.

au th.6. Ces operateurs commutent entre eux et respectent la decompo

sition de Mp_1 en Fp e Pp- 1 ' ou Pp- 1 designe Ie sous-espace des formes

paraboliques. Les valeurs propres de U et Tl sur Ie sous-espace Mo = Fp

sont respectivement 1 et 1 + l-1.

Par contre :

LEMME 4. II n'existe pas d'element f ~ 0 de Pp- 1 tel que

flu = f

pour tout l premier ~ p.

et

En effet, supposons qu'un tel f existe, et ecrivons-le f = l anqn.
n=l

On a par hypothese

si n - 0 (mod.l).

Ces formules permettent de calculer par recurrence an a partir de a l .

On trouve an = alo~l(n) = a 1 0p_2(n). i.e. f = a 1 ~. ou
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I a 2(n)qn.
n=l p-
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Mais, d'apres Ie lemme de [20], p.416-11, la serie ~ n'appartient pas a
MO

; on obtient donc une contradiction.

Le lemme suivant est elementaire :

LEMME 5. Soient k un corps commutatif, Y ~ k-espace vectoriel de di

mension finie, (Ui)i E I une famille d'endomorphismes de Y, et (Ai)i E I

une famille d'elements de k. On suppose que les Ui commutent entre eux,

et qu'il n'existe aucun element y # 0 de Y tel que uiY = AiY pour tout

i E I. II existe alors un polyn8me F E k[ (Xi)i E I] tel que

F«Ui)i E 1)·= 0 et F«Ai)i E I) # o.

Appliquons ce lemme aux endomorphismes U et T[ de l'espace Y = Pp - 1 '

et aux scalaires 1 et 1 + [-1, cf. lemme 4. On en deduit l'existence

d'un polyn8me F en U et les T[ dont la restriction a Iip-l est nulle, et

qui ne s'annule pas sur Fp . Le polyn8me H = U.F repond alors a la ques-

tion. En effet, il verifie evidemment (i) , • D'autre part, on a

po = P i NO, et F est nul sur P tandis que U est localement nil-p-1 p-l'
""'0 .potent sur N , cf. cor.au. th.6; comme U et F commutent, il en resulte

que U.F est localement nilpotent sur po, ce qui acheve la demonstration.

Exemples

p < 11 H = U et c(k) = 1;

p = 13 H = U(U + 5) et c(k) = 6; H = U(T 2 - 2) et c(k) = 2k- 1_1;

p = 17 H = U(T 2 + 5) et c(k) = 2k- 1 + 6.

Passons maintenant au cas d'un poids non divisible par p-l. Faute de

mieux, je me bornerai a un theoreme d'existence :

, ,
THEOREME 9. Soit k un element pair de X, non divisible par p-l. II ex-

iste une suite (A ) , 1 d'elements de Zp telle quem,n m,n ,
a) pour tout n, on a A = 0 pour m assez grand;-- m,n
b) si l'on pose



Ser-30

on a

u (f) =
n

220

1: :\m,n am(f),
m=1

lim. un(f)
n -+ 00

pour toute forme modulaire p-adique f de poids k.

(Precisons que les coefficients A dependent du poids k choisi.)m,n
Notons M(k) le Qp-espace vectoriel des formes modu1aires p-adiques de

poids k.

LEMME 6. Soit Y un sous-espace de dimension finie de M(k). I1 existe

des elements (:\) > 1 de Z , nu1s sauf un nombre fini d'entre eux, te1s
m m - p

pour tout fey.

Soit Yo 1e sous-Zp-modu1e de Y forme des elements f tels que vp(f) > O.

11 est facile de voir que Yo est un Zp-module libre de rang r = dim.V.

Soit f
1

, .•• ,fr une base de Yo. On peut trouver r indices

mi , ... , mr > 1 te1s que

det(a (f.» ~ 0 (mod.p).
mi J

Sinon en effet il existerait des c. E Z , non tous divisibles par p,J p
te1s que

r
a (r c.f.) - 0 (mod.p) pour tout m > 1;

m j=1 J J

si l'on pose f =
r
I

j=1
c.f. ,

J J

Ie cor.l au th.l' du nO 1.5 montrerait que v (f) > 1, contrairement aup
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fait que les c j ne sont pas tous divisibles par p. Ceci etant, il est

clair que les formes lineaires a , ••• a forment une base du dual du
m1 mr

Zp-~odule Yo' et comme ao est une forme lineaire sur Yo' on peut ecrire

ao sous la forme

d'ou Ie lemme.

a =o

r
! Ai am.'

i=1 ].
avec A. E Z ,]. p

Soit maintenant M(k)o l'ensemble des f E M(k) tels que vp(f) > O. Si

a est l'image de k dans Z/(p-1)Z, on a M(k) IpM(k) C Ma (il y a memeo 0

egalite), et par suite l'ensemble M(k)o/pM(k)o est denombrable. II en

resulte que lion peut trouver dans M(k) une suite croissante

de Q -sous-espaces vectoriels de dimensions finies dont la reunion estp

dense dans M(k). Pour chacun des Vn , Ie lemme 6 montre qu'il existe une

combinaison Zp-iineaire un des am(m > 1) telle que ao(f) = un(f) pour

tout f E Vn • Comme la famille des un est equicontinue, Ie fait qu'elle

converge vers ao sur une partie dense de M(k) entraine qu'elle converge

partout, et lion a done bien

lim. un(f)
n .... 00

pour tout f E M(k).

Remarques

1) La demonstration ci-dessus peut aussi s'exprimer en disant que Ie

Z -module engendre par les a (m > 1) est faiblement dense dans la boulep m
unite du dual de l'espace de Banach p-adique M(k).

2) Dans Ie cas archimedien (i.e. pour les formes modulaires usuelles

de poids k > 0), Ie probleme consista~t a exprirner ao(f) a partir des

an(f), n > 1, a une solution tres simple, due a Hecke : on forme la
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-sn ,

on la prolonge en une fonction meromorphe dans C, et l'on prend sa valeur

.f(O) au point s = 0 : c'est - ao(f).

S3. Formes modulaires sur r (p)
o

Le but de ce S est de justifier le principe suivant, bien connu ex

perimentalement : toute forme modulaire sur r (p) est p-adiquement sur
o --

SL2(Z). La methode suivie est due a Atkin; elle repose sur les proprie-

tes des coefficients des series d'Eisenstein. Une autre methode, basee

sur un theoreme de Deligne ([6), S7), est exposee dans Katz (12) et

Koike (15] •

3.1. Rappels

a) Notation

Soit f une fonction sur Ie demi-plan de Poincare H = {zIIm(z) > oJ;
soient y = (a b) une matrice reelle de determinant > 0, et k un entier;c d
on definit une fonction flky sur H par la formule

On a (flky)lky' = flkyy' et flky = f si Y est une homothetie > O.

Lorsque k est sous-entendu, on ecrit fly au lieu de flky.

b) Formes modulaires sur ro(p)

Le groupe ro(p) est defini comme Ie sous-groupe de SL2(Z) forme des
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matrices (a b) telles que c = 0 (mod.p); il est d'indice p + 1 dansc d

SL2(Z); il est normalise dans GL2(Q) par la matrice W = (~ -~).

Soit k un entier. Une forme modulaire de poids k sur ro(p) est une

fonction holomorphe f sur H telle que :

(i) flky = f pour tout y E ro(p);

(ii) f est holomorphe aux pointes de ro(p).

En fait, ro.(p) n'a que deux pointes, (JIJ et 0, qui sont permutees par

W. La condition (ii) equivaut done a la suivante :

(ii') Les fonctions f ~ flkw ont des developpements en serie

(q
2niz= e ,

qui convergent pour tout z E H (i.e. pour tout q tel que IqJ < 1).

Si fest modulaire, il en est de meme de flw, et ftw2 = f.

Lorsque k est < 0, ou impair, toute forme modulaire de poids k est

nulle. Dans ce qui suit, nous supposerons done k pair ~ o.

c) Trace d'une forme modulaire sur ro(p)

Soit f une forme modulaire de poids k sur ro(p). Choisissons des rep

resentants Y1' ••• , Yp+1 de l'espace homogene r o(p)\SL2 (Z), et posons

p+1
Tr(f) = r flkYJ.•

j=l

On verifie immediatement que Tr(f) ne depend pas du choix des Yj' et que

c'est une forme modulaire de poids k sur SL2(Z); on l'appelle la trace

de f. Nous aurons besoin de son developpement en serie :

Tr(f)
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o -1y. = ( .),
) 1 )

1 < j .-; p, et = 1.

Le terme flky donne f. Pour calculer les autres termes, posons
p+1

g = flkW, et ecrivons Yj(1 < j < p) sous la forme WB j , ou

aj = (1~P j~p>. On a

c'est la fonction

p

r g Ik B
J
.;

j=1

-k/2
P

Or un calcul simple montre que

p

1:
j=1

P
t g(!-!-i) = p(gIU)(z).

j ~1 P

D'ou Ie lemme.

Remarques

1) Le calcul ci-dessus s'applique plus generalement aux fonctions

modulaires de poids k, non necessairement holomorphes; la seule diffe

rence est que lee series considerees peuvent ayoir des exposants nega-

tifs.

2) Le lemme 7, applique a fl k W donne

ce qui montre que flu est une forme modulaire de poids k sur ro(p).

Si de plus fest modulaire sur SL2(Z>, on a flk W = pk/2 flVcomme on

Ie voit en ecrivant W = (0' -1) (p 0) et en remarquant. que f est invariant1 0 0 1
o -1par (1 0). D'ou:
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On a ainsi ramene l'operateur de Hecke Tp a l'operateur Tr.

3) Supposons k > 4. Les formes modulaires f de poids k sur ro(p)

telles que Tr(f) = Tr(fl k W) = O'ne sont autres que les combinaisons

lineaires des "new forms" d'Atkin-Lehner [3] •

d) Proprietes de rationalite et d'integralite

Soit j = jlV la fonction z ~ j(pz). On sait que Ie corps des fonc-p

tions modulaires (de poids 0) sur rO(p) est le corps C(j, jp) et que j

et jp sont lies par une equation absolument irreductible a coefficients

dans Q. En d'autres termes, la courbe complexe YC compactifiee de

H/ro(p) provient par extension des scalaires d'une courbe Y definie sur

Q, caracterisee par Ie fait que son corps des fonctions rationnelles est

Q(j, jp). Si F est un sous-corps de C, on peut donc parler d'une fonction

(ou d'une forme differentielle) sur YC qui est rationnelle sur F. Ceci

s'applique en particulier aux formes modulaires de poids k, identifiables

a des formes differentielles de poids k/2 par f ~ f(dq/q)k/2. Comme

j et j ont des developpements en serie a coefficients rationnels, onp

verifie facilement qu'une forme modulaire f = ! anqn est rationnelle sur

F si et seulement si ses coefficients an appartiennent a F. De plus, Ie

corps de rationalite de flw est Ie meme que celui de f; cela resulte de

ce que l'automorphisme W de Yc est rationnel sur Q.

II resulte de ceci que les formes modulaires de poids k sur r (p) ont
o

une base formee de fonctions rationnelles sur Q. En fait, il existe meme

une base formee de fonctions dont les coefficients a sont entiers; ce
n -------.;..

resultat, nettement moins evident, peut se demontrer, soit en utilisant

l'~xistence d'un modele de Y sur Z pour lequel q est une uniformisante

a l'infini (Igusa, Deligne), soit en se ramenant au fait que les valeurs

propres des operateurs de Hecke sont des entiers algebriques (Shimura

[22], p.as, th.3.S2). Une consequence de ceci est que, si f = ! a qn
n

est une forme modulaire a coefficients rationnels, les denominateurs

des an sont bornes. {On notera que, si les coefficients an de f sont

entiers, il n'en est pas necessairement de meme des coefficients b
n

de
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fl k W : les bn sont rationnels, mais peuvent avoir pour denominateurs

des puissances de p.}

3.2. Passage de r (p)
o

~ \ n
THEOREME 10. Soit f = I anq une forme modulaire de poids k ~ ro(p}.

Supposons que les coefficients an soient rationnels. Alors f est une

forme modulaire p-adigue de poids k (au sens du nO 1.4).

(En d'autres termes, f est limite de formes modulaires f m sur SL 2(Z)

don~ les poids km tendent vers k dans l'espace X du nO 1.4.}

Choisissons un entier pair a > 4, divisible par p-l. Posons

g = E - pa/2 E I W = Ea - pa EaIV,a a a

ou E est la serie d'Eisenstein de poids a, cf. nO 1.1. II est claira
que g est une forme modulaire de poids a sur ro(p}, cf. nO 3.1. De

plus :

LEMME 8. On a g:: 1 (mod.p) et g I" W :: 0a
( d 1+a/2)mo .p •

(Precisons que, dans ces congruences, on considere g et gla W comme

des series en q, a coefficients rationnels.)

Le fait que g :: 1 (mod.p) provient de ce que Ea - 1 (mod~p).

D'autre part, on a

Comme E :: 1 :: E Iv (mod.p), on en deduit bien que gl West congru aa a a
o (mod. p1+a / 2) .

Passons maintenant a la demonstration du"th.l0. L'hypothese faite

sur f signifie que fest rationnelle sur Q, et il en est de meme de
m

flk W, cf. nO 3.1. Si m est un entier ~ 0, la fonction fgP est une

forme modulaire sur ro(p), de poids km = k + apm, et rationnelle sur Q.
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m
Sa trace f = Tr(fgP ) est done une forme modulaire sur SL2(Z), a coef-

--- m

ficients rationnels, et de poids ,km. Comme les km tendent vers k dans

X, Ie theoreme sera demontre si l'on prouve que lim.fm = f, i.e. que

v (f - f) tend vers l'infini avec m. Or cela resulte du lemme plusp rn
precis suivant

LEMME 9. On a v (f - f) ~ Inf(rn + 1 + vp(f),p m

(Noter que, si f ~ 0, vp(f) et vp(f1k W) sont finis, puisque les

series f et flk Wont des coefficients a denominateurs bornes, cf. nO

3.1. )
m m

Ecrivons frn - f sous la forme (fm - fgP ) + f(gP - 1). D'apres Ie

lemme 8, on a g _ 1 (mod.p) d'oll gP
m

= 1 (rnod.pm+1), et

m
v (f(gP - 1» > m + 1 + v (f).

P P

D'autre part, Ie lemme 7 montre que

f
m

m 1-k /2 m
fgP = P m (fgP Ik W)IU,

m

en appliquant Ie lemme 8, on en deduit

m
vp(fm - fgP ) > 1 - (k + apm)/2 + vp(f1k W) + pm(l + a/2)

Le lemme 9 resulte de ces formules et de l'inegalite evidente

m
vp(fm - f) > Inf(vp(fm - fgP ),

m
v (f(gP - 1»).

p
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Remarque

Nous avons suppose f holomorphe aux deux pointes DO et O. II suffirait

en fait que f soit holomorphe en ~ et meromorphe en O. La demonstration

est la meme que ci-dessus; on remarque que la forme g s'annule en 0,
m

donc que fgP est une forme modulaire pour m assez grand, et l'on a ici
m

encore f = lim.Tr(fgP ).

Ainsi, si l'on pose

j = Q3 /6 = q-l + r c(n) qn,
n=O

on peut appliquer Ie th.10 a la fonction f = jlU = I c(pn) qn, qui a

un pale d'ordre p a la pointe o. On en conclut que jlU est une forme

modulaire p-adique de poids 0; on retrouve - sous une forme plus faible 

un theoreme de Deligne ([6], §7).

3.3. Reduction (mod.p) des formes de poids 2 ~ fo(p)

Le th.l0 montre que la ,reduction (mod.p) d'une forme modulaire sur

fo(p), a coefficients p-entiers, est une forme modulaire (mod.p) sur

SL 2(Z), au sens du nO 1.2. Dans Ie cas du poids 2, on peut donner un

resultat plus precis :

THEOREME 11. On suppose p ~ 3. Soit f une forme modulaire de poids 2

~ fo(p), a coefficients rationnels p-entiers.

(a) On a fl 2 W = - flU; c'est une forme a coefficients p-entiers.

(b) La reduction f de f (mod.p) appartient a l'espace Mp+1 du

nO 1.2.

(e) Inversement, tout element de Mp+ 1 est reduction (mod.p) d'une

forme modulaire de poids 2~ ro(p), a coefficients p-entiers.

(En d'autres termes, il y a identite entre

reduction (mod.p) des formes modulaires de poids 2 ~ r o(p)

et

reduction (mod.p) des formes modulaires de poids p+l sur SL2(Z) • )
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L'assertion (a) est bien connue (Heeke (8), p.777).
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On la demontre

en remarquant que toute forme de poids 2 sur SL2(Z) est nulle, et que

l'on a done Tr(fl 2 W) : 0; or d'apres Ie lemme 7, Tr(fl 2 W) est egal a

fl 2 W+ flu.

Demontrons (b) et (c) en supposant d'abord p ~ 5. Posons

g : E - p(p-l)/2 E Iw: E - pp-l E Iv
p-l p-l p-l p-l '

ef. demonstration du th.l0. La fonetion fg est une forme modulaire de

poids p+l sur ro(p), a coefficients p-entiers; sa trace Tr(fg~ appartient

a Mp+1 • De plus, Ie lemme 9 du nO 3.2, applique am.: 0

montre que v (Tr(fg) - f) ~ 1, i.e. quep

et k: 2,

f - Tr(fg) (mod.p),

d'ou f E Mp+1 ' ce qui demontre (b) pour p > 5. Soit maintenant N le

sous-espaee vectoriel de Mp+1 forme des fonctions telles que f. La di

mension de Nest egale a la dimension de l'espace des formes modulaires

de poids 2 sur ro(p), i.e. 1 + g(Y) ou g(Y) designe Ie genre de la courbe

Y definie par ro(p). La valeur de g(Y) est bien connue (cf. par exemple

Heeke (8), p.Sl0) : si l'on ecrit p : 12a + b, avec b : 1,5,7,11, on a

g(Y) : a - 1, a, a, a + 1 respectivement. D'autre part, on sait que

[ k/12)

[ k/12)

si

si

k - 2

k ~ 2

(mod.12)

(mod.12).
(k pair ~ 0)

On en deduit que dim.Mp+1 = 1 + g(Y) = dim.N, d'ou le fait que N = Mp+1 '

ee qui demontre (c) dans Ie cas p ~ 5.

Reste Ie cas p : 3. L'espace M4 a pour base Q : 1. D'autre part, on

a g(Y) = 0, et les formes de poids 2 sur r 0 (3) sont simplement Ies mul-

tiples de Ia serie d'Eisenstein E- : P - 3plv, cf. Heeke (8) , p.8l7.2
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P = 1, les assertions (b) et (c) sont evidentes.

COROLLAIRE. Les valeurs propres de U~ Mp+1 sont egales a ~1.

-, 2 ~I 2 - - -
En effet, Ie th.11 montre que f U = f W = f pour tout f E Mp+1.

Remarque. Cette demonstration a egalement ete obtenue par Atkin.

Exemples

1) Pour p = 11, 17, 19, Ie genre de Y est 1. II existe une unique

forme parabolique de poids 2 sur ro(p)

avec a l
= 1.

La serie de Dirichlet correspondante r an/nS est essentiellement la fonc

tion zeta de Y ([ 22], p.182). D'apres Ie th.1.1, f p est congru (mod.p)

a une forme parabolique de poids 12, 18, 20 sur SL 2 (Z); on en deduit

les congruences :

f 11 - ~ (mod.11); f 17 - R6 (mod.l?); f 19 - Q2 6 (mod.19).

La premiere de ces congruences peut aussi se deduire de l'identite

n
n=1

cf. (22], p.~9.

2) Pour p = 23, 31, Ie genre de Yest 2. Le nombre de classes du

corps Q( A) est 3. Soit X un caractere d' ordre 3 du groupe des classes

~

d'ideaux de~orps, et posons

'4

(p = 23)
,

(p = 31)

la sommation etant etendue a tous les ideaux entiers d. II n'est pas

1
difficile de voir que gp = 2<8 1
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theta associee a la forme binaire m2 + mn + £!! n 2 (resp. a la forme
4

2m2 + mn + E;1 n 2). II en resulte (cf. (8), p.418-479) que gp est une

forme modulaire de poids 1 sur ro(p), de i'Nebentypus" au sens de Hecke

(cf. nO 3.4 ci-apres). Son carre est une forme de poids 2, commen~ant

par Ie terme q2. Appliquant Ie th.ll, on en deduit les congruences

(mod.23) et

d'ou, en extrayant les racines carrees,

- ~ (mod.23) et (mod.31).

La. premiere de ces congruences peut aussi se deduire de l'identite

= q n
n=l

n 23n(1 - q )(1 - q );

elle est due ~ Wilton; voir l~-dessus [27], p.34.

3.4. Formes de "Nebentypus" ~ ro(p)

On suppose p > 3. Soit £ un caractere (mod.p), i.e. un homomorphisme

du groupe multiplicatif (Z/pZ)- dans C·. Si n est un entier de reduction

mod.p egale a ~, on pose

£(n) = 0 si n = 0

On etend £ a ro(p) par

et sinon.

Cela a un sens puisque ad = 1 (mod.p).

si

Soit k E Z. Une fonction f sur H est appelee une forme modulaire de
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~ (k, £) sur ro(p) si elle est holomorphe sur H et verifie les deux

conditions :

(i) flky = e(y)f pour tout y e ro(p);

(ii) f est holomorphe aux pointes de ro(p).

Lorsque £ = 1 ("Haupttypus" de Hecke (8), p.809), on retrouve la no-

tion de forme modulaire de poids k, au sens du nO 3.1; Ie cas £ ~ 1 est

celui appele "Nebentypus" par Heeke.

Si f ~ 0, on a k > 0, et £(-1) = (_1)k; autrement dit, k est pair si

£(-1) = 1 et impair si £(-1) = -1.

Une telle forme f a un developpement en serie

avec an e C. Notons ~p-1 Ie groupe des racines (p-1)-iemes de 1. Nous

allons voir que, si les an appartiennent au corps Q(pp- 1)' la serie f

"est" une forme modulaire p-adique (ce qui generalisera Ie th.10). De

fa~on plus precise, on sait que p se decompose completement dans Q(pp- 1)

en ideaux premiers de degre 1 :

avec r = ~(p - 1) = [Q(pp- 1)

Choisissons un de ces ideaux premiers, ce qui definit un plongement a

de Q(~p-1) dans Ie corps p-adique Qp; comme Ie groupe des racines (p-l)

iemes de l'unite de Qp s'identifie canoniquement a (Z/pZ)· ("represen

tants multiplicatifs"), on voit que a definit un isomorphisme de ~p-1

•~ (Z/pZ) , et tout isomorphisme est obtenu ainsi (en choisissant con-

venablement Pi)' En composant £ : (Z/pZ)· ~ Vp- 1 et a: Vp- 1 ~ (Z/pZ)·

on obtient un endomorphisme de (Z/pZ)·, qui est necessairement de la

forme x ....... xa avec a e Z/(p-l)Z. Avec notations, on, ces a :

/ ,
l anqnTHEOREME 12. Soit f = une forme modulaire de type (k, £) ~

ro(p), telle gue an E Q(pp- 1 ) pour tout n. Alors la serie
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a coefficients aO E Q ,
n p
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est une forme modulaire p-adigue de poids k + a.

(Precisons que a est identifie a l'element (0, a) du groupe des poids

X = Zp x Z/(p-1)Z, et k + a a (k, k+a). On peut supposer f ~ 0, d'ou

£(-1) = (_1)k, et il en resulte que k + a est un element pair de X.)

Lorsque £ = 1, fest combinaison Q(~ 1)-lineaire de formes modulairesp-
de poids k (au sens du nO 3.1) a coefficients rationnels, et Ie th.12

resulte du th.10; nous pouvons done supposer £ ~ 1.

Commen~ons par un cas particulier

LEMME 10. Si k > 1, et £(-1) = (_1)k, la serie

= ~ L(1 - k, £) + r
n=1

(L ted) d k - 1 ) qn

din

est une forme modulaire de type (k, £) ~ ro(p). Ses coefficients ap-

partiennent a Q(~ 1)' et l'on ap-

I(
ou Gh est la serie d'Eisenstein p-adique de poids h = k + a, au sens du

nO 1.6.

Le fait que Gk (£) soit de type (k, £) resulte de la determination par

Heeke des series d'Eisenstein de niveau p (cf. [8], p.461-486, ainsi que

l'Appendice du §S). De fa~on plus precise, avec les notations de [8},

loc.cit., on verifie que Gk (£) est egaIe, a un facteur scalaire pres,

a la fonction
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deduit, par un caIcul immediat, que Gk (£) Ik (~ ~) = £(d) Gk(E), ce qui

montre bien que Gk(E) e~t de type (k, E). Ses coefficients appartien

nent au corps engendre par les valeurs de E, qui est contenu dans

Q(pp- 1)' Montrons maintenant que Gk(E)O est egale a G~. Si n ~ 1, Ie

n-ieme coefficient a~ de Gk(E)O est egal a L E(d)o dk- 1 , la sornmation

portant sur les diviseurs d de n qui sont premiers a p. Ecrivons d dans

Qp sous Ia forme wed) <d), avec w(d)p-l = 1, et <d) = 1 (mod.p), cf.

Iwasawa [11], p.1S. On a alors E(d)o = w(d)a = da , vu la definition de

a. D'ou

° = ~ dk +a - 1 • ()an L = 0h-l n,

ce qui est bien Ie n-ieme coefficient de G~. D'autre part, L(l - k, c)o

est egal a - bk(wQ)/k = Lp(l - k, wk+
Q), avec Ies notations de (11),

S3. Vu Ie th.3 du nO 1.6, on a donc

Ie terme constant de Gk(E)O est egal

demonstration du lemme.

•a celui de Gh , ce qui acheve la

Revenons maintenant au th.12. Choisissons une suite d'entiers k > 1
n

tendant vers a dans X, et tels que kn - a E (p-1)X pour tout n. Posons

ou A est Ie terme constant de la serie Gk (E- 1), cf. lemme 10. Le pro-n n
duit fgn est une forme modulaire sur ro(p). de type (k + k n' 1) ; il en

resulte, comme on l'a dit plus haut, que f
O ° est une forme modulairegn

p-adique de poids k + kn • D'autre part, d'apres Ie lemme 10 applique a
k et -1 on a g~

• )5
ou h k Comme h tend vers a dansE , = Eh ' = - a.n n n nn

X, il en resulte que gO tend vers E- = 1, d'ou lim. fa g:o = fa, ce quin 0 n
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montre que fa est modulaire p-adique de poids k + a

acheve la demonstration.
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1 im. (k + k ) e t
n

Remarque

Sous les hypotheses du th.12, on peut demontrer que flk West de type
-1 2(k ,_ £ ); on a f Ik W = £ ( -1 ) f. '

S4. Familles analytiques de formes modulaires p-adiques

4.1. L'algebre d'Iwasawa (p ~ 2)

a) Notations

Si n > 1, on note Un Ie sous-groupe de z; forme des entiers p-adiques

u tels que u = 1 (mod.pn). On sait que

est isomorphe a Zp. Si s E Zp et u E U1 , on definit de fa~on evidente

uS E Vi' cf. nO 1.4, a).

On note F l'algebre des fonetions sur Z , a valeurs dans Z. Si
P P

u E U1 , on note f u la fonetion s ~us. Les fu(u E U1) engendrent un

sous-Z -module L de F, qui est une sous-algebre. D'apres le theoremep
d'independanee des caraeteres (Dedekind), les f u forment une base de L,

et l'on peut identifier L a l'algebre Zp[U1] du groupe U1 . Un element

de L s'eerit done, de fagon unique, sous la forme

avec A E Z ,
U P
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b) L'algebre L

On definit t comme l'adherence de L dans F, pour la topologie de la

convergence uniforme. Notons d'ailleurs que les elements de L sont

equicontinus : si f E L et n ~ 0, on a

s - s' (mod.pn) ~ f(8) - f(s') n+l(mod.p ).

La meme propriete est donc vraie pour L; de plus, sur L, la topologie

de la convergence uniforme coincide avec celIe de la convergence simple

sur un sous-espace .dense, et cette topologie fait de r un espace compact.

c) L'algebre A

C' est I' algebre Zpl l U1]] = ~im. Zp[ U1 /Un] , cf. [10], [11]. On sait

qu'elle est isomorphe a l'algebre Zp[[T]] des series formelles en une

indeterminee T. L'isomorphisme s'obtient en choisissant un generateur

topologique U = 1 + W de U1 ' avec vpCw) = 1, et en associant a l'element

f u de Zp[U1] l'element 1 + T de Zp[[T]].

L'anneau A est un anneau local regulier de dimension 2; il joue un

role essentiel dans les travaux d'Iwasawa sur les classes d'ideaux des

extensions cyclotomiques (Ie groupe U1 intervenant alors co~e un groupe

de Galois). On notera que A est compact pour la topologie definie par

les puissances de son ideal maximal; lorsqu'on identifie A a Zp[[T]],

cette topologie devient celIe de la convergence simple des coefficients;

Ie groupe topologique A est done isomorphe a un produit infini de groupes

d) Identification de L ! A.

Les algebres L et A contiennent toutes deux L = Zp[U1] comme sous

algebre dense. II s'impose de les comparer

LEMME 11. II existe .un unique isomorphisme d'algebres topologiques
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dont la restriction a Zp[U1] soit l'identite.

L'unicite de £ resulte de ce que Zp[U
1

) est dense dans A. Pour en

montrer l'existence, identifions comme ci-dessus A a Z {(T]] au moyenp

du choix d'un generateur topologique u de U1 • Si f = r anTn est un ele-

ment de A, on definit £(f) comme la fonction

ce qui a un sens car uS - 1 = 0 (mod.p). II est clair que £ est un

homomorphisme continu de A dans F, et que £(fu ) = f u ; il en resulte que

£ est l'identite sur L; par continuite, on a donc £(A) = L. Le fait que

£ soit injectif est immediat; comme A est compact, c'est un homeomorphis-

me.

Remarques

1) Dans ce qui suit, nous identifierons A a L au moyen de £. Comme

on vient de Ie voir, cela revient a passer d'une serie en T a une fonc-

tion de s par Ie "changement de variables"

OU v = log(u).

2) II Y a une troisieme interpretation de A, due a B.Mazur, qui est

souvent utile: c'est l'algebre des "distributions" (ou "mesures") a
valeurs dans Zp sur l'espace U1 . On appelle ainsi toute fonction

U~ ~(U), definie sur les ouverts compacts de U1 , simplement additive,

et a valeurs dans Zp; une telle mesure se prolonge par continuite en une

forme lineaire

f ..... JU f(u)~(u)
1

sur l'espace des fonctions continues sur U1 a valeurs dans Zp. Si l'on

associe a ~ la fonction s ....... Ju uS ~(u),
1
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on obtient un element de A; tout element de A s'obtient ainsi, de rnaniere

unique; les elements de L correspondent aux mesures discretes.

e) Zeros d'un element de A

Tout element f '/. 0 de A = Zp((T)] a une "decomposition de Weierstrass"

canonique :

avec A, ~ > 0, v (a.) > 1, et u inversible dans A. En particulier, Iep ~

nombre de zeros de f(s) est fini et < A.

Comme application, signalons :

LEMME 12. Soit f 1 , •.• ,fn , ..• une suite d'elements de A. On suppose

que lim.fn(s) existe pour tout element s d'une partie infinie S de Zp.

Alors les f n convergent uniformement sur Zp vers une fonction f appar

tenant a A.

Sinon, vu la compacite de 'A, on pourrait extraire de la suite (fn)

deux suites convergeant vers des elements distincts f' et ftt de A. La

fonction f' - f" s'annulerait 'sur S, done aurait une infinite de zeros,

contrairement a ce que l'on vient de voir.

(La famille A se comporte conune une ufamille normale" au sens de Mon-

tel.)

~.2. L'algebre d'Iwasawa (p: 2)

On definit encore U comme Ie sous-groupe de Z· forme des entiers 2-n p

adiques u tels que u = 1 (mod.2n). On a
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et U2 est isomorphe a Z2; si u E U1 , on note w(u) sa composante dans

{±1} et (u) sa c6mposante dans U2, cf. [11], p.1S.

On definit les algebres L et A au moyen du groupe U2 (et ,non plus du

groupe U1). De fa~on plus precise, Lest l'algebre engendree par les

fonctions f u : s~ us, avec u E U2 • On montre, comme au nO 4.1, que

l'adherence L de L s'identifie a l'algebre d'lwasawa

lci encore, cette algebre est isomorphe a Z2[(T)], l'isomorphisme s'ob

tenant en choisissant un generateur topologique u de U2 et en associant

a I 'element f u de Z2( U2] 1 'element 1 + T de Z2[ [T]], cf. {11], p.69.

_.Les autres resultats du nO 4.1 se transposent de maniere evidente au

cas p = 2.

4.3. Caracterisation_Aes el€ments de A par leurs dev~loppements en serie

Nous allons voir que les fonctions f appartenant a A peuvent etre

caracterisees comme des series de Taylor convergentes

dont les coefficients an verifient certaines congruences. Pour ecrire

commodement ces congruences, definissons des entiers c in (1 < i < n)

par l'identite

nr c · yi = y (y - 1) (y - 2) ••• (Y - n + 1) = n! (Yn ) •
i=l ~n

On a alors :

, \

THEOREME 13. Pour gu'une fonction f E F appartienne a A, il faut et il

suffit qu'il existe des entiers p-adiques bn (n = 0,1, ••• ) tels que
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a) f{s) = I b pnsn/n! pour tout s E Z ,
n=O n p

n
b) v ( I c. b.) > vp(n!) pour tout n > 1.

P i=l J.n 1.

(Si p = 2, on doit modifier a) en rempla~ant pn par 4n .)

Remarques

1) Comme c nn = 1, la condition b) equivaut a dire que chacun des

bn est congru

j < n.

2) On a

(mod.n!Z ) a une certaine combinaison Z-lineaire des b.,
p ]

si p ~ 2

si p = 2.

II en resulte que la serie entiere donnant f converge dans un disque p

adique strictement plus grand que Ie disque unite; a fortiori, elle con

verge sur Zp' ce qui donne un sens a a).

Demonstration du th.13

Je me borne au cas p ~ 2; le cas p = 2 est analogue.

(i) Le developpement

avec v (v) = 1,
p

donne au nO ~.1 montre que T, ainsi que ses puissances, a un develop

pement en serie du type a). Par linearite et passage a la limite; on

voit qu'il en est de m@me de toute fonction f de A. De plus les coef

ficients bn = bnCf) de f dependent continQment de f. On en conclut que

l'application f~ Cbn(f» est un isomorphisme du groupe compact A sur

un certain sous-module ferme SA du Zp-module produit S = <Zp}N des suites
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(b ) Tout revient done a montrer que SA coincide avec Ie sous-
n n > 0

module Sb de S defini par les congruences b).

(ii) Tout element u de U1 s'ecrit exp(py), avec y E Zp. On en con

clut que

00

uS = exp(pys) = I ynpnsn/n!,
n=O

et l'on sait que (~) est un entier p-adique; cela montre bien que I cinyn

est divisible par n! dans Zp.

Par linearite et passage a la limite on conclut de la que SA est con

tenu dans Sb. 11 reste a voir que SA est egal a Sb; vu ce qui precede,

cela equivaut a dire que les suites de la forme (yn), avec y E Zp' en

gendrent un sous-Z -module dense de Sb.
p --

(iii) Soit m > 1 et soient bo ' ••. , bm E Zp satisfaisant aux congru-

ences b) pour n < m. Nous allons montrer qu'il existe f E A tel que

bi'f) = b. pour 0 < i < m, ce qui achevera la demonstration.
~

On procede par recurrence sur m, le cas m = 0 etant evident. Vu l'hy-

pothese de recurrence, il existe g E A tel que bi(g) = b. pour i <; m - 1;
J.

t'out revient a trouver h E A tel que b. (h) = 0 pour i < m - 1 et
~

bm(h) = bm bm(g)· On est done ramene au cas ou les b. sont nuls pour
~

i < m - 1; vu la congruence b) il en resulte que bm est de la forme

m! z, avec z E Z. On prend alors pour f Ie mon8me z(p/v)~m, avec lesp

notations de (i); il est clair qu'il repond a la question.

COROLLAIRE. Soit f E A, et soient bn les coefficients correspondants.

2n-! bn = bn + p _ 1 (mod.p) pour tout n > 1.

En effet, cette congruence est evidente lorsque la suite (bn ) est de

la forme (yn), avec y E Z , et Ie cas general s'en deduit par linearite
p
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et passage a la limite. (Bien entendu, on peut aussi utiliser b).)

Remarque

Signalons une autre propriete de stabilite de l'algebre A

si f E A, on a df E pA
ds si p '/. 2 et df E 4A

ds si p = 2.

Cela resulte de la formule ~; = dfv(l + T)dT.

Soient so' sl E Zp et f E F. Posons an = an(f) ~ f(so + ns i ) pour

n = 0, 1, ••• et designons par 00' 01' ••• , on' ... les differences suc

cessives de la suite (an) :

°0 = a0' °1 = a l - a 0' °2 = a 2 - 2a
i + a0' ... ,

n
(_1)i0 = I (~) a n-i·n i=O J.

I \
'rHEOREME 14. Posons

-et

Si f E A, on a

a) ° - an
(mod.pnh) pour tout n ~ 0,

b) ~ -ihv (L cin0J.°P ) ~ v (nI)
p i=1 P

pour tout n ~ 1.

(On rappelle que c in est Ie coefficient de yi dans Ie polynome

y{y - 1) ••• (Y - n + 1), cf. nO 4.3.)

II suffit de considerer Ie cas ou f(s) = US avec u E U1 (resp. avec

u E U2 si P = 2); Ie cas general s'en deduira par linearite et passage
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a
n

8 1 h
Or u - 1 est de la forme p y, avec y E Z. On a donc v (0 ) ~ nh, cep p n

qui prouve a). L'assertion b) provient de ce que

USo(t i) _ So )= L cinY _·u y(y - 1 ••• (y - n + 1)

- 0 (mod. n!Z ).
p

COROLLAIRE.

n ;> 1.

POBons e
n On a en - (mod.p) pour tout

La demonstration est la meme que celIe du corollaire au th.13.

En fait, les congruences de th.14 caracter'isent les elements de l'al

gebre d'Iwasawa A. De fa~on plus precise, prenons So = 0 et s1 = 1,

de sorte que an = fen), et que les on sont les coefficients d'interpola

tion usuels; on sait (critere de Mahler, cf. [1]) que, si f est continue,

les on tendent vers 0, et que lion a

f(s) = I
n=O °n

pour tout

" \THEOREME 15. Soit f une fonction continue sur Z , a valeurs dans Qp'
-- p

et soient on = r (-l)i(~)f(n-i) ses coefficients d'interpolation. Pour

que f appartienne a A, il faut et il suffit que

pour tout n ~ 0,

b) pour tout n ;;> 1.

(Si p = 2, on doit remplacer pn par 4n dans a), et p-i par 4- i dans

b) • )
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La necessite resulte du th.14.

24~

Prouvons la suffisance, en nous bor-

nant au cas p ~ 2 (Ie cas p = 2 est analogue). Soit Sb l'ensemble des

suites (bn ) d'entiers p-adiques tels que

v (L c. b.) > v (nI)p 1n 1 p pour tout n ~ 1.

On a vu au nO 4.2 que les suites de la forme (yn), avec y E Zp' engen

drent un sous-module dense de Sb pour la topologie produit. Par hypo

th~se, la suite (6 nP-n) appartient ~ Sb. Pour tout entier m on peut

donc choisir des elements A., y. de Zp' en nombre fini, tels que
1 ~

= r A·y~
1 1

pour tout n < m.

Posons

On a f m E A ~et meme f m E L); de plus les formules ci-dessus montrent

que les coefficients d'interpolation de f sont les memes que ceux dem

f jusqu'a l'indice m; on a done f (n) = fen) pour n < m, et la suite
m

(fm) tend vers f pour la topologie de la convergence simple sur l'ensem-

bel N des entiers > O. Comme R est dense dans Zp' cela entraine que

f = 1im.fm, cf. nO 4.1 b), et par suite on a bien f E A.

4.5. Exemple: coefficients des series d'Eisenstein p-adiques

Considerons la serie

k pair ~ 0)

d6finie au nO 1.6. Ecrivons k sous 1a forme k = (s,u), avec

S E Zp' U E Z/(p y l)Z, u pair (si p ~ 2), s pair (si p = 2).
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24S
Ser-55

a (G* ) = 12t *(1 - s, 1 - u)o S,u

II= °k_l(n) = I d k - 1

din
(d,p)=1

si n ;> 1.

Decomposons l'unite p-adique d en wed) (d), avec

w(d)p-1 = 1, si p ~ 2,

On a alors

wed) = !1, si p = 2.

(n ;> 1).

On en conclut que, pour u et n fixes (avec n ;> 1) la fonction

s ...... a (G- )
n s,u

appartient a l'algebre L du nO 4.1, et a fortiori a son adherence A.

(Noter que, si u = 0, cette fonction n'est definie que pour s # 0; si

p = 2, elle n'est meme definie que pour s E 2Z2' s ~ 0.)

On a un resultat analogue, mais beaucoup moins evident, pour Ie terme

*constant ao(Gs,u) :

THEOREME 16 (Iwasawa).

a) Si u est un element pair # 0 de Z/(p-1)Z, la fonction

- 1 •s ~ a (G ) = -2t (1-s, 1-u)o s,u

appartient a l'algebre A.
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b) Si u = 0, la fonction

246

.1.
s~ a (G ) = -2t (1-s, 1)o s,U

est de la forme T- 1g(T), au g est un element inversible de A.

(Dans b), on a identifie A a Z [[ T) 1 , cf • nOs 4. 1 et 4. 2 • )
P

Cet enonce est simplement une reformulation des principaux resultats

de [10] , compte tenu de ce que l;1II (1-8, 1-u) = L
p

(1-8; wU
), cf. nO 1. 6,

th.3 (i). Voir aussi [11], S6.

Remarques

1) Dans le cas u ~ 0, Ie th.16, combine avec le th.14 a) redonne

les classiques congruences de Kummer (cf. Fresnel [7] et Shiratani [23]);

le th.14 b) donne des congruences supplementaires, peut-etre nouvelles.

2) Dans Ie cas u = 0, le th.16 montre que la fonction

appartient a A et est divisible par T (elle a un "zero simple" en T = 0) •

•Il en resulte que les coefficients an(Es,O) de la serie

= 2 G*
Z;-(1-s, 1) s,O

appartiennent a A et sont divisibles par T si n > 1.

4.6. Familles de formes modulaires p-adiques (poids non divisible par

p - 1)

Considerons une forme modulaire p-adique f s dependant d'un parametre

s E Zp et de poids k(s) E 2X. On suppose que k(s) est de la forme

(rs, u), avec r E Z et u E Z/(p-1)Z independants de s. On suppose en

outre que u est ~ 0 (ce qui entraine p ~ 2, 3); Ie cas u = 0 sera traite

au nO suivant.
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THEOREME 17. Supposons que, pour tout n > 1, la fonction s~ an(fs )

appartienne a l'algebre d'Iwasawa A. II en est alors de meme de la

fonction s ........ ao(fs ).

Nous allons utiliser la serie d'Eisenstein p-adique E* de poids -rs,-rs
normalisee de telle sorte que son terme constant soit 1, cf. nO 1.6.

Ecrivons-la sous la forme

= l
n=O

avec e (s) = 1.o

On a vu au nO precedent que les coefficients de E- appartiennent a A;s

il en est donc de meme des en(s); on a de plus en(O) = 0 si n > 1 puis-

que E- = 1.o

La fonction f' = f E* est une forme modulaire p-adique de poidss s -rs
(O,u) independant de s. Ses coefficients sont donnes par:

e (s)a (f ) +m 0 s
m
l

i=1
e .(s)a.(f).
m-l. 1 s

D'apres le th.9 du nO 2.3, applique a k = (O,U), il existe une suite

(A) d'elements de Z , avec A = 0 pour m assez grand (de-
m,n ID,n ;> 1 p m,n

pendant de n), telle que

a (f') =o s lim. l
n -+ 00 m

A a (f').m,n m s

Comme f s et f~ ont meme terme constant, ceci peut se recrire
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est compact.

- t A e (s) Les fonctions gn appartiennent a A, qui- L m n m ·
m '

Quitte a remplacer la suite (n) par une sous-suite, on

peut done supposer que les gn(s) convergent dans A vers un element g;

comme gn(Q) = Q pour tout n, on a g(Q) = O. La formule ci-dessus peut

alors se recrire :

avec I
m,i > 1

A e .(s)a.(f).m,n m-1 1 s

Vu l'hypothese faite sur les ai(fs )' les fonctions bn appartiennent a
A pour tout n. Comme ces fonctions convergent simplement vers la fonc-

tion

on en deduit que cette derniere fonction appartient a A, cf. nO 4.1,

lemme 12. Mais Ie fait que g(Q) = Q entra1ne que g appartient a l'ideal

maximal de A, et 1.- g est inversible dans A. On en conclut ~ien que

4.7. FamilIes de formes modulaires p-adiques (poids divisible par p-1)

Considerons, comme au nO precedent, une forme modulaire p-adique f s
dependant d'un parametre s. Nous supposons maintenant que f s est definie

pour tout s ~ a de Zp (resp. pour tout s # 0 de 2Z2 si p = 2), et que

son poids k(s) est de la forme rs = (rs,Q) ou r est un entier non nul.

Convenons de dire qu'une fonction sur Zp - {oJ (resp. sur 2Z2 - {oJ)

appartient a A si elle est la-restriction d'une fonction de A.
, \

THEOREME 18. Supposons que, pour tout n > 1, la fonction s ~ an(fs )
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appartienne a A. II en est alors de meme de la fonction
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Identifions A a Zp[[T]] comme d'habitude. D'apres Ie th.16, la fonc-
• -1tion s~ 2r; (1 - s, 1) est de la forme T.h(T), ou h est un element

inversible de A. Conune s ......... rs correspond a 1 + Ta-+(l + T)r, on en

conclut que la fonction s~2r;·(1 - rs, 1)-1 est de la forme

«1 + T)r - l)g(T), avec g inversible dans A. D'ou:

COROLLAIRE. La fonction s~ ao(fs ) appartient au corps des fractions

de A; on peut l'ecrire c(T)/«l + T)r - 1),~ c E A.

Remarque

Si q est la plus grande puissance de p qui divise r, on peut mettre

(1 + T)r - 1 sous la forme u(T)«l + T)q - 1), ou u est un element in-

versible de A. On peut donc recrire la fonction s~ ao(fs ) comme une

fraction d(T)/«l + T)q - 1), avec d E A.

Demonstration du th.18

Choisissons un polyn8me H en U et les Ti , a coefficients entiers, qui

satisfasse aux conditions du th.8 du nO 2.3 pour tout k E Zp' on a

(i) E:l k H = c(k) E: avec c(k) inversible dans Zp'

(ii) lim. fl k Hn = 0 pour toute forme modulaire p-adique f de poids k
n ~ 00

qui est parabolique.

D'apres Ie cor. au th.8, on a

-n (I n)lim. c(rs) a 1 f s rs H ,
n ~ 00

et tout revient a montrer que les fonctions
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et

appartiennent a A (en effet, on sait qu'une suite de fonctions de A qui

converge en tout point d'une partie infinie de Zp converge uniformement

vers une fonction de A, cf. nO 4.1, lemme 12). Or on a Ie resultat

suivant :

LEMME 13. Soit R un polyn8me en' U et les TI , a coefficients dans Zp.

II existe une famille de fonctions k~ c .. (R,k) .. , 0' appartenant a1.J 1.,J '
sous-algebre L de A (cf. nO 4.1) et telles que, pour tout i ;> 0, on ait

a) c .. (R,k) = 0 pour j assez grand, pour j = 0 si i ;> 1, et pour1.J
j ;> 1 si i = 0;

b) ai(fl k R) = L c .. (R,k) a. (f) pour toute serie formelle p-adique f,
j 1.J J

et tout k E 2Z •
P

Larsque Rest egal a U, au a l'un des Ti , Ie Iemme resulte des formules

c~nnan~ flu et flk Ti , cf. nO 2.1. Le cas general s'en deduit en remar

quant que, si l'enonce est vrai pour deux polynomes R1 et R2, il l'est

aussi pour R1R2 et R1 + R2 -

Revenons a la demonstration du th.18. On a

L C
1J

o (Hn , rs) a.(f ),
j ;> 1 ,J s

et cette formule montre bien que s~ at(f I Hn ) appartient a A.
5 rs

On a d'autre part c(k) = ao(E~lk H) = coo(H,k), ce qui montre que

k t--+ c (k) appartient a L, et il en est de meme de s .....-.. c (rs) • De plus,

d'apres (i), les valeurs prises par c(rs) sont des unites p-adiques.

Si lIon ecrit s ~ c(rs) comme une serie en T, Ie terme constant de cette

serie est inversible dans Zp; Ia serie elle-meme est donc inversible dans

A = Z [[T]], et lIon en conclut que s ~ c(rs)-n appartient a A quel que
p

soit n, ce qui acheve· Ie demonstration du theoreme.
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Dans les ths.17 et 18, il n'est pas necessaire de supposer f definies
pour tout s E Zp (ou tout s ~ 0); il suffit de se donner les f s pour

s appartenant a une partie infinie S de Zp' et de fa ire lthypothese

suivante : pour tout n ~ 1, la fonction s~ anCfs ) est la restriction

a S d'une fonction appartenant a A.

§5. Fonctions zeta p-adiques

5.1. Notations

La lettre K designe un corps de nombres algebriques totalement reel

de degre r sur Q : K 8
Q

R est isomorphe a Rr • L'anneau des entiers de

K est note OK' sa differente (par rapport a Z) est notee d et son dis

criminant d.

Si x (resp. a) est un element (resp. un ideal) de K, on note Nx (resp.

Na) sa norme, qui est un element (resp. un element positif) de Q; par

exemple d = Nd. On note Tr(x) la trace de x.

Un element x de K est dit totalement positif si o(x) > 0 pour tout

plongement a K ~ R. On ecrit alors x » 0; on a Tr(x) > O.

La fonction zeta de K est definie par la formule

ou a (resp. p) parcourt l'ensemble des ideaux ~ a (resp. des ideaux pre

miers # 0) de OK. Cette formule vaut pour R(s) > 1. On prolonge ~K en

une fonction meromorphe sur C, ayant pour seul pole (simple) Ie point

s = 1. La fonction
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est invariante par s t-+ 1 - s ("equation fonctionnelle"). On en deduit

que, si n est un entier ~ 1, on a

t K(l n) = 0 si n est impair (Ie cas r = 1, n = 1 excepte)

t K(l - n) ~ 0 si n est pair.

De plus, d'apres un theoreme enonce par Heeke ([8], p.387) et demontre

par Siegel [24], les t K(1 - n), n ~ 1, sont des nombres rationnels.

5.2. Formes modulaires attachees a K

Soit k un entier pair> 2. Definissons une serie formelle gk

ou x parcourt les elements totalement positifs de d- 1 de trace n, et a

les ideaux de OK contenant xd. (11 revient au meme de dire que l'on

somme sur les couples (x,a) tels que a sait entier, x e d- 1a, x» 0

et Tr(x) = n; c'est une somme finie.)

, \

THEOREME 19 (Heeke-Siegel). Mis a part Ie cas r = 1, k = 2, la serie

gk est une forme modulaire sur SL2(Z) de poids rk.
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(Pour I' = 1, i.e. K ~ Q, on a gk' = Gk , d'ou la necessite d'exclure

k = 2, cf. nO 1.1.)

Si U est un ideal fractionnaire de K, on trouve dans Siegel [25], p.93,

la definition d'une certaine fonction

Fk (U, z1 ' • • • ., zr)'

qui est une serie d'Eisenstein du corps K, au sens de Hecke [8], p.381-

404; c'est une forme modulaire de poids k par rapport au groupe SL2 (OK)

operant sur Ie produit HI' de I' demi-plans de Poincare. Si l'on restreint

Fk(u, z1' ••• ' zr) a la diagonale H de HI', on obtient une fonction

qui est une forme modulaire de poids rk, au sens usuel. Les coeffici-

ents de ~k(u,z) sont donnes dans [25], p.94, formule (19). Les fonctions

Fk(u, z1' •.• ' zr) et tk(u,z) ne changent pas lorsqu'on multiplie u par

un ideal principal. Posons alors

~k(z) = I tk(u,z),
u

ou u parcourt un ensemble de representants des classes d'ideaux de K.

Les formules (18) et (19) de [25] donnent :

ainsi que

pour n ~ 1, ou ( 27Ti) k)r
\<k-l) ! '

et l'equation fonctionnelle de ~K permet de recrire cette derniere for

mule sous la forme :
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On a donc gk

rk.

COROLLAIRE.

254

-1= ek ~k' ce qui montre bien que gk est modulaire de poids

(i) Si rk t 0 (mod.(p-l», CK(l - k) est p-entier.

(ii) Si rk - 0 (mod.(p-l», on a

(p -# 2)

v (C K(1 - k» ~ r - 2 - v (rk) (p = 2).P p

Cela resulte du cor.1 au th.1' du nO 1.5, compte tenu de ce que les

coefficients an(gk) sont entiers pour n > 1. (Voir aussi [20], th.6 et

the 6'.)

Remarques

1) Le corollaire ci-dessus fournit une estimation du denominateur de

t K(1 - k). Cette estimation est assez grossiere : elle ne fait inter

venir K que par l'intermediaire de son degre r; pour k = 2, elle est

moins bonne que celle donnee par la formule

cf. [19], nO 3.7, prop. 29-30.

2) Nous aurons besoin plus loin d'une variante du th.19, dans laquelle

on modifie gk en gardant uniqu~ment les termes "premiers a pIt. De fa~on

plus precise, soit S l'ensemble des ideaux premiers de OK qui divisent

p, et posons

(1 - Np-s) = n (1 - Np-s)-l
P fI. S

= I Na- S
•

(a,p)=l
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Definissons une serie formelle gk par les formules
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et L (Na)k-l
X,d

(n ;> 1),

ou la sommation porte sur les couples (X,d), avec a entier premier a p,

xed-la, x» 0 et Tr(x) = n.

On a alors

, \

THEOREME 19'. La serie gk est une forme modulaire sur ro(p) de poids

rk (cf. nO 3.1).

(Noter qu'ici Ie cas r = 1, k = 2 n'est plus exclu.>

La demonstration est analogue a celIe du th.19, a cela pres que lYon

doit utiliser des series d'Eisenstein de niveau p, cf. Kloosterman (14]

et Siegel [26]. Pour plus de details, voir l'exemple 2) de l'Appendice

place a fin de ce §.

5.3. La fonction zeta p-adique du corps K

Soit k un element pair de X tel que rk -# O. Nous allons associer a
k une forme d· d· • de poids rk, a la limitemo ula1re p-a 1que gk' par passage

a partir des formes gk du nO 5.2. Le procede est Ie meme que celui

utilise au nO 1.6 dans Ie cas de Q. On choisit une suite d'entiers pairs

k. ;> 4 tels que Ik. I ~ ~ et k. ~ k dans X. Si u est un entier p-adi111
que, on a

k.
lim.u 1 = 0 si u _ 0 (mod.p), et

k. k
lim.u 1 = u sinon,

la convergence etant uniforme en u. On en conclut que

L (Na)k-l,
X,d

(n ;> 1),
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ou la sommation porte sur les couples (X,4), avec 4 ideal de OK premier
-1a p, xed 4, x» ° et Tr(x) = n; de plus, la convergence est uni-

forme en n. Appliquant alors Ie cor.2 au th.l' du nO 1.5, on en deduit

que les gk. ont une limite g~ qui est une forme modulaire p-adique de
1 *poids rk, independante de la suite ki choisie. Le terme constant de gk

-r -sera note 2 t K(l - k), de sorte que l'on a

• 2-r t*(1 - k) 2-r .lim.tK(1 - k i ),ao(gk) = =K 1 .... 00

• r r (N4)k-1, n ;> 1.an(gk) =
Tr(x)=n alxd
x E d- 1 (a,p)=l
x » 0

La fonction t~ ainsi definie sera appelee la fonction zeta p-adigue du

corps K; elle prend ses valeurs dans Q .p
~ \

THEOREME 20. Si k est un entier pair;> 2, on a

t~(l - k) =

(Rappelons que S est l'ensemble des ideaux premiers p qui divisent p.)

En effet, revenons a la serie gk du nO precedent. D'apres 4le th.19',

cette serie est une forme modulaire sur ro(p) de poids rk, donc aussi

une forme modulaire p-adique de poids rk, cf. nO 3.2, th.l0. Comme

an(gk) = an(g~} pour n ;> 1, on en deduit que ao(gk) = ao(g:), d'oll Ie

theoreme.

Remargue

11 est immediat que t~ est continue sur l'ensemble des 1 - k, avec k

pair et rk # o. Le th.20 en fournit donc une caracterisation: c'est

Ie prolongement par continuite de la fonction
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definie sur l'ensemble des entiers impairs < O. (En particulier, lors

que K est abelien sur Q, t~ coincide avec la fonction zeta p-adique de

K au sens de Kubota-Leopoldt, cf.'[lll, p.62, puisque cette derniere a

la meme propriete.)

En fait, t~ est meme analytigue. De fa~on plus precise, decomposons

k E X en (s,u), avec s E Z, U E Z/(p-l)Z, de sorte que la condition
p

rk ~ a signifie simplement que s ~ a ou ru # o. Ecrivons t*(l - k) sous
K

la forme t~(l - s, 1 - u). On a alors :

THEOREME 21. Soit u.un element pair de Z/(p-l)Z, p ~ 2 .

(a) •Si ru ~ 0, la fonction s~ t K(l - s, 1 - u) appartient a l'alge-

bre d'Iwasawa A = Z [[Tl] du §4.p -
(b) Si ru = 0, la fonction s~ t~(l - s, 1 - u) est de la forme

h(T)/«l + T)r - 1), avec h E A.

I , •

THEOREME 21'. Si,p = 2, la fonction s ~ t K(l - s) est de la forme

2r h(T)/«1 + T)r - 1), avec h E A.

(Noter que, pour p = 2, ~~(1 - s) est defini pour s E 2Z2' s # 0.)

Posons k = (s,u). Si n > 1, la fonction s~ an(g:) est somme de fonc

tions de la forme s'~(Na)k-l, ou Na est une unite p-adique. En decom-

posant Na a la fa~on habituelle (cf. nO 4.5) en w(Na) (Na), on a

ce qui montre que st-+an(g~) appartient a l'algebre L du nO 4.1. Les

theoremes 21 et 21' resultent alors des ths.17 et 18 du §4, appliques a
•la famille (gk).

COROLLAIRE 1. Si ru ~ 0 et p # 2, la fonction s ~ Z;~(1 - s, 1 - u) est

holomorphe (au sens strict) dans un disque strictement plus grand que

Ie disque unite.

En effet, Ie th.21 (a), combine au th.13 du nO 4.3, montre que la fonc-

tion en question est donnee par une serie de Taylor
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avec

Une telle serie converge dans un disque strictement plus grand que Ie

disque unite.

COROLLAIRE 2. Si ru = 0, la fonction s ~ C~(l - s, 1 - u) est meromor

phe (au sens stricto) dans un disque strictement plus grand que Ie disque

unite; si elle n'est pas holomorphe, elle a pour unique pale Ie point

s = 0, et c'est un pale simple.

Cela se demontre de la meme maniere, en tenant compte du dencminateur

(1 + T)r - 1 = urs - 1, ou u est un generateur topologique de U1 (resp.

de U2 si p = 2); on verifie en effet que urs - 1 peut s'ecrire sous la

forme s/~(s), ou ~ est une serie de Taylor convergeant dans un disque

strictement plus grand que Ie disque unite.

COROLLAIRE 3. Soient a et b des entiers positifs. On suppose que a

est pair ~ 2, ra ~ 0 (mod.(p-1», et b = 0 (mod.(p-1». Les differen

ces successives on de la suite an = CK,S(l - a - nb) satisfont alors

aux congruences

0-0n
(mod. n !Zp) , cf. nO 4.4.

(Le fait que on - 0 (mod.pn) est une generalisation des congruences

de Kummer.)

Vu Ie th.20, on a a = C·(l - a - nb, 1 - a). Le corollaire resulte
n K

de la, et des ths.21 et 14.

5.4. Complement: caIcuI de.C~(l - k, 1 - u) pour k entier ~ 1

On suppose u pair et p # 2. Le cas ou k = u (mod.(p-1» est regIe

par Ie th.20 on a C;(l - k, 1 - u) = CK,S(l - k). On va voir qu'il y

a un resultat analogue dans Ie cas general, la fonction zeta etant rem-

placee par une fonction L.
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De fa~on plus precise, soit £ un homomorphisme de (Z/pZ)* dans C· tel

que E(-l) = (-l)K. Si a est u~ ideal premier ~ p. posons EK(a) = E(Na);

la fonction £K defi.nit un caractere du corps de nombres K; l'ensemble

des ideaux premiers eu ce caractere est ramifie est un sous-ensemble S£,

de S. Nous aurons besoin de la fonction L(s'£K) de £K' ainsi que de la

fonction LS(s, £K) deduite de L(s, E K) par suppression des facteurs non

premiers a p; on a

IT
P f1. S

Choisissons maintenant un plongement a du corps Q(~p-1) dans Qp' cf.

nO 3.4, 'de sorte que £ devient x..-.. xa , avec a E Z/(p-1)Z.

(Pour u, k et a donnes, il existe un £ et un seul tel que u = k + <l;

•Ie th.22 fournit donc bien un procede de caleul de ~K(1 - k, 1 - u).)

Considerons la s~rie f k donnee par :
,£

a (fk ) =
n ,£

n > 1,

ou la sommation porte comme ci-dessus sur les (x, a), avec a premier a
p, x E d- 1a, x» 0 et Tr(x) = n. La serie fest une forme modu-k,£
laire sur ro(p) de type (rk, £r) au sens du nO 3.4, cf. Appendice, Exem-

pIe 3). D'apres Ie th.12 du nO 3.4, il en resulte que la serie p-adique

fa est une forme modulaire p-adique de poids rk + rae Or, si n ~ 1,k,£
on a
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aa (fk ) =
n ,E

260

r E
K

(4)O (Na)k-1 =
x,a

r w(Na)a (Na)k-1
x,a

cf. nO 5.3.

Comme gk+a et f~,E ont meme poids, et que ce poids est non nul, les for

mules ci-dessus entrainent g~+a = f~,E. On a done

d'ou Ie theoreme.

Remarque

II resulte de l'equation fonctionnelle des series L que l'on a

L(1 - k, EK) ~ o. Vu la formule liant L et LS on en conclut que
)5

1 - u) est nul si et si s'il existet K(1 - k, seulement k = 1 et

p E S - S£ tel que EK(p) = 1. (L'existence d'un tel zero pour t- m'aK
ete s~ggeree par J.Coates - voir aussi [4], th.1.1.)

5.5. Complement: une propriete de periodicite de t~

On suppose p ~ 2. Soit K(~ ) Ie corps obtenu en adjoignant a K lesp

racines p-iemes de l'unite, et posons b = [K(~ ) : K]. Du fait que Kp

est reel, b est pair, et divise p-1.
I \ _ _

THEOREME 23. On a t K(1 - s, 1 - u) = t K(1 - s, 1 - u') si u' - u

(mod.b).

Notons Yb Ie sous-groupe de Z/(p-1)Z engendre par b, et identifions

Yb a un sous-groupe de x. II s'agit de prouver que r;-(1 - k) = r;J5(1-k' )
K K

si k' - k (mod.Yb ) •

Si a est un ideal de K premier a p, on verifie (soit directement, soit

par la theorie du corps de classes) que Nab = 1 (mod.p), i.e. que w(Na)

appartient au noyau de z ~ zb dans (Z/pZ)·. II en resulte que, si

k' - k (mod.Yb ), on a (Na)k' = (Na)k, d'ou an(g:,) = an(g:) pour n > 1.

On a d'autre part p - 1 = ab, ou a est Ie degre du corps K n Q(~p); il
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en resulte que a divise r = [K:Q], et, si t E Yb , on a rt = O.
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Les ser-

• •ies gk et gk' ont done meme poids rk. Vu les formules ei-dessus, on a

done g~ = g~" d'ou Ie theoreme.

Remargue

Notons Q(~) Ie corps engendre sur Q par toutes les racines pn-iemes

de l'unite (n = 1,2, ••• ). Le degre de K n Q(~) est de la forme a pm,

avec m ~ o. On peut montrer (par un argument analogue a ceiui du th.23)

que, pour tout u, la fonction

m
appartient au corps des fractions de Z [[T ]], ou T = (1 + T)P - 1.

P m m
Si ru ~ 0, cette fonction appartient meme a Zp[[Tm]].

5.6. Questions

•1) Comportement de t K(1 - s, 1 - u) pour s = 0
)J

Supposons d'abord ru ~ 0, de sorte que t K(l - s, 1 - u) est defini

en s = O. Peut-on calculer ce nombre (en termes de logarithmes p-

adiques d'unites de K(~p)' par exemple)? C'est Ie cas lorsque K est

abelien sur Q, en vertu d'un resultat de Leopoldt ([11], §5).

Lorsque ru = 0, on aimerait savoir si s = 0 est effectivement un pale.

II parait probable que ce n'est Ie cas que si au = 0, ou a est Ie degre

de K n Q(~p)' cf. nO 5.5; cela resulterait en tout cas des conjectures

fai tes dans [19], nO 3.7 et dans [4] •

Lorsque au = 0 (ou u = 0, cela revient au meme d'apres Ie th.23), on

peut esperer que Ie residu de t~(l - s, 1 - u) en s = 0 est lie au regu

lateur p-adique de K par la meme formule que dans Ie cas abelien ([ 11] ,

loc.cit.); en outre, on devrait pouvoir remplacer Ie denominateur
m

(1 + T)r - 1 du th.21 par (1 + T)P - 1, ou pm est la plus grande puis-

sance de p divisant Ie degre de K n Q(~), cf. nO 5.5.
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2) Generalisations

Le cas traite ici est seulement celui des fonctions zeta. II y a cer-

tainement des resultats analogues pour les fonctions L (abeliennes

d'abord,puis non abeliennes). II devrait etre possible de les demontrer

en utilisant des formes modulaires p-adiques sur d'autres groupes que

SL2(Z), cf. Katz [12]. Pour obtenir des resultats vraiment satisfaisants

(et en particulier pour se debarrasser des poles parasites, cf. ci-des

sus), il sera sans doute necessaire de travailler sur Ie groupe modulaire

du corps K (et non plus de Q), i.e. d'utiliser les fonctions

Fk(u, z1' ••• ' zr) et non pas seulement les fonctions d'une variable ob

tenues en faisant z1 = ... = zr. Le groupe z; (ou son sous-groupe U1)

serait remplace par Ie groupe de Galois G d'une certaine extension

abelienne de K (non necessairement cyclotomique); 1 'espace X serait rem

place par l'espace des caracteres p-adiques de G, et l'algebre A par

3) Relations avec la theorie d'Iwasawa

Du point de vue developpe dans [10], [11], les elements de A apparais-

sent, non pas cornme des fonctions, mais cornme des relations entre ele-

ments de certains modules galoisiens. Pour un corps K abelien sur Q, on

a des relations canoniques, les "relations de Stickelberger" qui con-

duisent aux fonctions zeta et L p-adiques (Iwasawa [10]). Dans Ie cas

general, on ne dispose que de relations definies a multiplication par

un element inversible pres (ce qui permet de parler de leurs zeros, cf.

Coates-Lichtenbaum [4]). II est probable que ces relations (ou fonc-

tions) sont essentiellement les memes que celles considerees ici; il

serait interessant de Ie demontrer.

4) Corps non totalement reels

Si K n~est pas totalement reel, on a t K(1 - n) = 0 pour tout entier

n > 2; ce fait pourrait laisser croire que K ne possede pas de fonction

zeta p-adique "interessante". Cependant, pour K = Q(i), Hurwitz [9] a

defini des nombres rationnels qui jouissent de proprietes analogues a
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celles des nombres de Bernoulli; les resultats de Hurwitz, ainsi que

d'autres plus recents ([5], [17]), laissent penser que les nombres en

question conduisent, eux aussi, a des fortctions analytiques p-adiques.

Peut-etre existe-t-il, plus generalement, une theorie p-adique des fonc-

tions L a Grossencharaktere de type (Ao )' au sens de Weil {28] ?

Appendice

Series d'Eisenstein de niveau 6

Notations

On se donne un ideal 6 # a de OK' Ie conducteur. On note S6 l'ensem

ble des diviseurs premiers de 6, et l'on ecrit

avec f(p) ~ 1.

Si a E K*, on dit que a est congru a 1 (mod.6), et on ecrit a = 1

(mod~o), si vp(a - 1) ~ f(p) pour tout p E S6' ou vp designe la valuation

discrete attachee a p.

Soient a et b deux ideaux fractionnaires de K, premiers a 6. On dit

que a et b appartiennent a la meme classe (mod.6) s'il existe a E K*,

a »0, a = 1 (mod~6), tel que a soit Ie produit de b par l'ideal

principal (a). Le groupe des classes d'ideaux (mod.6) sera note C
6

;

c'est un groupe fini.

Fonction zeta d'une classe

Soit c E Co. On lui associe la fonction zeta "partielle"
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ou la sommation porte sur tous les ideaux de OK appartenant a la classe

c. Cette fonction se prolonge en une fonction meromorphe dans tout C,

et ses valeurs aux entiers negatifs sont des nombres rationnels (Siegel

[26], p.19).

Plus generalement, soit A une fonction sur C
6

a valeurs complexes; on

identifie A de fa~on evidente a une fonction sur les ideaux fraction-

naires premiers a 6. On pose

r
c E

r
(a,6)=1

lci encore, cette fonction se prolonge a tout C; ses valeurs aux en-

tiers negatifs sont des cornbinaisons Q-lineaires des A(C). (II Y a par-

fois interet a considerer des fonctions A a valeurs, non plus dans C,

mais dans une Q-algebre E - par exemple un corps .p-adique - et a definir

t K,A(1 - k) E E comme la somme des A(C) ~K,c(1 - k).)

Nous dirons que A est paire si

A«a)a) = A(a)

et que 1 est impaire si

A«a)a) = sgn(Na)A(a)

pour tout a et tout a - 1 (mod~6),

pour tout a et tout a - 1 (mod~6).

Forme modulaire definie par une fonction A

On se donne un entier k > 1, et une fonction A sur C
6

comme ci-dessus.

On suppose que A et k ont meme parite; on exclut les cas (k = 1, 6 = OK)

et (k = 2, r = 1, 6 = OK)' cf. [19], p. 48.

On associe a k,A la serie formelle Gk,A = r an(Gk,A)qn definie par
n=O

n > 1,

ou la sommation porte sur les couples (x,a) tels que a soit un ideal de

OK premier a 6, x E d- 1a, x» ° et Tr(x) = n.
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Soit d'autre part f Ie generateur > 0 de l'ideal 6 n Z de Z. Notons

ro(f) Ie sous-groupe de SL2(Z) forme des matrices (~ ~) teIIes que y = 0

(mod. f), et ri(f) Ie sous-groupe de ro(f) forme des matrices (~ ~) teIIes

que Q = ~ = 1 (mod.f).

I \

THEOREME 24 (Kloosterman-Siegel).

(i) La serie Gk,A definie ci-dessus est une forme modulaire de poids

rk sur f 1 (f).

(1-1-) S1.- (Q B) t- t a'y ~ appar 1en

ou A~ est definie par la formule A~(a) = sgn(o)rk A«o)a).

Remarque

La definition d.e AO peut aussi se presenter de la maniere suivante

on a un homomorphisme naturel p : (Z/fZ)- ~ C6 obtenu en associant a un

element ~ E (Z/fZ)* l'ideal principal (x) engendre par un element posi

tif x de t. Comme 0 est inversible mod.f~ on peut done parler de

p(o) E C6, et la definition de AO donnee ei-dessus equivaut simplement a

pour tout

Exemples

1) Prenons 6 = (1), A = 1, et k pair> 2 (resp. > 4 si r = 2). La

serie Gk,A n'est autre que la serie gk du nO 5.2; eomme f = 1~ on en

deduit que gk est une forme modulaire sur Ie groupe SL2(Z) : on retrouve

Ie th.19.

2) Prenons 6 = (p), A = 1 et k pair> 2. On a f = p. La serie Gk,A

est egale a la serie gk du nO 5.2. Comme AO = A pour tout 0 premier a
p, on en deduit que gk est une forme modulaire sur ro(p).

3) Les notations etant celles du nO 5.4, prenons 6 = (p), et choisis-

sons pour A la fonction a ~ £K(a) = £(Na); prenons k > 1 tel que
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k£(-1) = (-1) , ce qui assure que k et A ont meme parite. La serie Gk,A

coincide avec la serie f introduite dans la demonstration du th.22. k,£
du nO 5.4. Comme on a Ao = £(o)rA, on en deduit que f k ,£ est une forme

modulaire de type (rk, £1') sur ro(p).

Demonstration du th.24

Je me bornerai a indiquer comment on Ie deduit des resultats de Siegel

[26]. Choisissons des representants b1 , ... ,bh des elements de C6, et
-1 -1posons a i = bid 6 . A chaque ai' Siegel attache une certaine forme

modulaire <l>i = <l>a.' cf. [26], p.48, formule (98). Posons:
).

<l>A =

D'apres [26], p.49, <l>A est une forme modulaire de poids rk sur un cer

tain sous-groupe de congruence de SL2(Z). Son terme constant (avec les

notations de [26], loc.cit.) est

aO(<I>A) = l A(bi)Qk(ai ) = CK,A(l - k),
i

cf. [26], p.48 et 19.

D'autre part, un calcul sans grande difficulte, base sur les formules

(101) de [26], p. 48, montre que I 'on a

pour n > 1.

On en deduit que Gk,A = 2-r <l>A.

Si maintenant M = C~ ~) est un element de roCf), on verifie facilement

I rkque <l>oa M = sgn(o) cf>a. Or, on peut ecrire

puisque les obi sont des representants de C6. On en deduit

I rk t
~A M = sgn(o) ~ A(ob.) cf>a. =

). ). ).

ce qui etablit (i) et (ii).
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