Introduzione

Lo scopo di questa tesi e definire un invariante importante di un campo,
cioe il gruppo di Brauer, e mostrare che nel caso di un campo locale questo
e isomorfo al gruppo additivo Q/Z.

Nel primo capitolo si vedra innanzitutto il teorema di Wedderburn, che ci
dice come sono fatte le algebre semplici centrali su un campo. Poi, dopo aver
scorso le proprieta del prodotto tensoriale, definiremo il gruppo di Brauer di
un campo come l'insieme delle algebre semplici centrali sul campo, a meno
di una certa relazione d’equivalenza, con 'operazione di prodotto tensoriale.

La trattazione continuera con due risultati fondamentali sulle algebre
semplici che sono il teorema di Noether-Skolem ed il teorema del central-
izzatore, di cui osserveremo un’applicazione immediata nel determinare il
gruppo di Brauer di R. Definiremo anche gli omomorfismi di norma ridotta
e traccia ridotta da un’algebra semplice al suo centro, perché ci serviranno
nell’ultima parte.

Vedremo poi un tipo molto importante di algebre semplici, che sono i
prodotti incrociati; queste ci permetteranno anche di collegare il gruppo di
Brauer con i gruppi di coomologia. Come caso particolare di prodotti incro-
ciati, approfondiremo il discorso sulle algebre cicliche, che ci serviranno poi
per determinare il gruppo di Brauer nel caso di un campo locale.

Nel secondo capitolo vedremo alcune proprieta degli anelli di valutazione
discreta e dei campi locali, fino ad arrivare al risultato fondamentale che
mette in corrispondenza le estensioni non ramificate di un campo locale con
le estensioni separabili del suo campo dei residui.

Concluderemo mostrando come le algebre semplici centrali su un campo
locale si possono scrivere sotto forma di algebre cicliche. Questo ci permettera
di definire l'invariante di Hasse, che vedremo essere un isomorfismo tra il

gruppo di Brauer del campo locale e il gruppo additivo Q/Z.
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INDICE

Convenzioni

Stabiliamo alcune convenzioni che valgono per tutta questa trattazione:
e Se a,b € Z, alb significa che a divide b.

e Se G ¢ un gruppo, indichiamo con |G| l'ordine di G. Se g € G

indichiamo con (g) il sottogruppo generato da g.
e Tutti gli anelli considerati sono unitarsi.

e Un’ideale minimale (destro o sinistro) di un anello, ¢ un ideale non

nullo che € minimale per la relazione di inclusione.

e Se R e un anello, indichiamo con z R, ’anello visto come modulo sinistro
su se stesso ed analogamente Ry sara l’anello visto come modulo destro.

Inoltre R* indica il gruppo moltiplicativo degli elementi invertibili di
R.

e Se F' e un anello commutativo ed A ¢ un anello, diciamo che A & una
F-algebra se A ¢ un F-modulo e vale a(ab) = (aa)b = a(ab) per ogni
a € F abe A

e Tutti gli spazi vettoriali hanno dimensione finita. Se V' & uno spazio
vettoriale sul campo F', indicheremo la dimensione di V su F' con [V :

e Se M ed N sono due R-moduli, indichiamo con Homg(M, N) il gruppo
degli R-omomorfismi da M in N.

e Se M & un R-modulo, indichiamo con Endg (M) I'anello degli R-endomorfismi
di M e con Autg(M) C Endg(M) il gruppo moltiplicativo degli R-

endomorfismi invertibili.

e Indichiamo con M, (R) l'anello delle matrici n x n ad elementi in R.



Capitolo 1

Gruppo di Brauer



1. Gruppo di Brauer

1.1 Teorema di Wedderburn

Definizione 1.1.1. Un anello R # 0 ¢ un anello di divisione se ogni elemento

di R non nullo ¢ invertibile.

Osservazione 1.1.2. Sia D un anello di divisione, e sia F' il suo centro.

Allora F' ¢ un campo e D ¢ un algebra su F'.

Dimostrazione. E’ chiaro che se due elementi stanno nel centro di D anche
la loro somma e il loro prodotto ci stanno. E’ altrettanto evidente che se un
elemento commuta con tutti gli altri, anche il suo inverso fara lo stesso (ad =

da implica da~!

= a~'d, moltiplicando a destra e a sinistra per a~!), quindi F’
¢ un campo. Prendendo come moltiplicazione per scalare la moltiplicazione

in D, si ha che D e uno spazio vettoriale su F', e si ha che
a(ab) = (aa)b = a(ab) per ogni a,b € D, a € F
quindi ¢ un algebra. O]

Per questo motivo useremo indifferentemente i termini anello di divisione

e algebra di divisione.

Definizione 1.1.3. Sia R un anello, M # 0 un R-modulo. Diciamo che M

e semplice (o irriducibile) se M non ha sottomoduli propri non nulli.

Per esempio un ideale minimale (destro o sinistro) di R ¢ un modulo

semplice.

Proposizione 1.1.4 (Lemma di Schur). Sia M un modulo semplice sul-

Uanello R, allora Endg(M) é un’algebra di divisione.

Dimostrazione. Sia f € Endg(M), f # 0. Allora Ker f e Im f sono sotto-
moduli di M, quindi per la semplicita di M e per il fatto che f 2 0 si ha per

forza Ker f = 0, Im f = M. Quindi f e 1-1 e su e ammette un inverso in
EndR(M) ]



1.1 Teorema di Wedderburn

Definizione 1.1.5. Sia R # 0 un anello. Diciamo che R € un anello semplice

se rR & Artiniano e R non ha ideali bilateri propri non nulli.

Proposizione 1.1.6. Sia D un anello di divisione, allora M, (D) é un anello

semplice.

Dimostrazione. Chiaramente M, (D) ¢ Artiniano perché gli ideali destri o
sinistri di M, (D) sono sottospazi vettoriali di M, (D) e quindi la condizione
della catena discendente e verificata per motivi di dimensione. Ora & suffi-
ciente mostrare che se I ¢ un ideale bilatero di M, (D), allora 1 € I. Per
vederlo, prendiamo una matrice 0 # A € I, A = (a;;), questa avra almeno
un elemento non nullo (a;yj,), se indichiamo con Ej; la matrice che ha tutti
gli elementi nulli a parte 1 nella posizione (4, ), un semplice calcolo mostra
che
By = ai_o}OEkioAEjok’ el perogni k=1,...,n.

Quindi

k=1
O]

Quello che vogliamo arrivare a vedere ¢ che in realta questo e 1'unico
esempio possibile, cioe un anello semplice ¢ sempre un anello di matrici su

un anello di divisione.

Teorema 1.1.7. Sia R un anello semplice e sia I un ideale minimale sin-
istro di R (un tale I esiste perché l'insieme degli ideali sinistri ¢ non nullo,
in quanto R é non nullo, e ammette un elemento minimale perché rR ¢ Ar-

tiniano). Se M # 0 é un R-modulo sinistro Artiniano, allora esiste un n tale

M:E_HBlI.

che

Dimostrazione. Consideriamo

0£A=) IrCR,

reR
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A € un ideale bilatero di R non nullo, quindi A = R, ne segue che
M = ZRm: ZAm: Z erm:ZImi
meM meM meM reR e
dove J € un insieme di indici, eventualmente infinito.
Definiamo M; := I'm;; abbiamo che M; ¢ I'immagine dell’omomorfismo di
R-moduli ¢ : I — M dato da x — xm,;. Ma I ¢ un modulo semplice, quindi
Ker ¢ = 0 oppure Ker ¢ = [; abbiamo allora che M; ~ [ oppure M; = 0.

Possiamo quindi definire

J:={ieJM;~1I} cosi che M:ZMZ-.
ieJ
Ora consideriamo A, 'insieme dei J, C J tali che
i€Ja icJa
Questo insieme e non vuoto perché, se prendiamo .J, di cardinalita 1, la

condizione (1.1) ¢ verificata. Inoltre, se consideriamo una catena

JCRC g C

«

abbiamo che |, J2 verifica ancora la condizione (1.1). Infatti, se cosi non
fosse, avremmo che esistono M1, ..., My, {i1,...,i,} C U, J2 tali che la
somma M, + --- + M, non sia diretta. Ma ciascuno degli ¢; sta in un J:

consideriamo il piu grande di questi, diciamo che sia J*, abbiamo allora

o)

i; € J per 7 = 1,...,n. Quindi per ipotesi la somma M;; + --- + M, ¢
diretta.

Possiamo allora applicare il lemma di Zorn a A ed ottenere un elemento

massimale J C J. Adesso vogliamo mostrare che
=Y =
ieJ ieJ
Se cosi non fosse, esisterebbe j € J con M; ¢ €D, ; M;, quindi j & J. Ma

icJ

M0 (M| ¢ M,

ieJ



1.1 Teorema di Wedderburn

quindi M; N (@z‘ei Mz) = 0, poiché M; ¢ un modulo semplice. Ma in questo

caso avremmo la somma diretta

D 20DMm

ieJu{j}  ied

che contraddice la massimalita di J.
Per concludere, mostriamo che J e un insieme finito. In caso contrario,

sia {i;};51 C J una successione infinita di indici tutti diversi tra loro e sia
per ogni k > 1, J, = J\ {iy,...,i,}. Allora

MDY MDD MD---
icJ1 ieJk
sarebbe una catena strettamente discendente infinita il che e impossibile

perché M e Artiniano. O

Osservazione 1.1.8. Se Ry e artiniano, vale lo stesso risultato scegliendo dei
moduli destri invece di quelli sinistri. Da questo teorema, prendendo come
M un ideale minimale sinistro (destro) di R, si ottiene che tutti gli ideali
minimali sinistri (destri) di un anello semplice sono isomorfi. Siricava anche il
fatto che ogni ideale sinistro (destro) di un anello semplice ¢ somma diretta di
ideali minimali sinistri (destri), prendendo come M un ideale sinistro (destro)

qualunque.

Teorema 1.1.9. Sia M un R-modulo sinistro, allora

Endg (é M) ~ M,(Endg(M)).

Dimostrazione. Poniamo S = @) M e s = (my,...,m,) e siano m; : S —
M e 1; - M — S rispettivamente la proiezione e l'iniezione canonica sulla

1-esima componente. Si ha chiaramente che:

n

id sei =7
Tilj = M , ‘7 e Z LT = 1dg.
0 sei# ] 1
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Ora, consideriamo una qualunque f € Endg(5), abbiamo che 7; f¢; € End(M)

e quindi esiste una mappa additiva
(673 EndR(S) — Mn(EndR(M)) con CY(f) = (Wiij)lgi,jgn'
Questa ¢ un omomorfismo di anelli, infatti

a(ids) = (mitj)1<ij<n = tdprIn;

a(fg) = (mifg;)

({5

(Z(mfbk)(ﬁkgéj)>

k=1

= a(f)alg).

Viceversa, sia data (fij)i<ij<n € M,(Endgr(M)) e consideriamo la mappa

additiva

B: M,(Endp(M)) — Endg(S) datada (fy)— > tfym;.

1<i,j<n

Anche questa ¢ un omomorfismo di anelli, visto che

Blidyl,) = Y widydymy =Y uym, = idg
k=1

1<ij<n
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B((fix)(grs)) = B ( (Z fz'k%j))
k=1
= Z Lifikgkﬂj)

i7j7k

= E Lifikﬂ%ﬂkj%)

i7j7k

= Z Lz’fikﬂ) (Z Lkgkjﬂ—j)
k.j

ik

= B(f)B(g)-

Ora,

a(B((fij)) = o ( > Lz‘fz‘jﬁj)

1<i,j<n

= <7Tk E Lifz‘ﬂjbz)
1<i,j<n 1<k,I<n
= ( E Fkbifijﬁjbz>

1<ij<n

= (fr);

Bla(f)) = B((mifey) = ( > Lﬂiﬂﬂj) =/

1<i,j<n
In conclusione, a e 3 sono omomorfismi e sono uno l'inverso dell’altro, quindi

sono isomorfismi. O

Definizione 1.1.10. Sia R un anello. Un elemento e € R si dice idempotente

se e2 = e.

Osservazione 1.1.11. Se e ¢ un idempotente di R, ovviamente Re ed eR

sono rispettivamente un ideale sinistro e destro di R e si vede facilmente che
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eRe C ReNeR ¢ un anello a sua volta, con elemento neutro e. E’ contenuto

in R ma non e un suo sottoanello, a meno che e = 1.

Lemma 1.1.12. Sia R un anello, e € R un idempotente e sia L, : R — R la
moltiplicazione a sinistra definita da L, (r) = xr. Allora ¢’¢ un isomorfismo
di anelli

L : eRe — Endg(eR) eae +— Lege

Dimostrazione. L € chiaramente un isomorfismo di anelli, infatti sia eae €

eRe e sia re € Re, allora
Leaereve(er) = (eae + ebe)er = eacer + ebeer = Lege(er) + Lepe(er),
L.(er) = eer =er,
Legeereer = eaeebeer = LogeLoper.
L ¢ iniettivo perche se L., = 0, cioe eaeer = 0 per ogni r € R, allora
prendendo r = e abbiamo eaeee = eae = 0, ma e anche suriettivo perche se

f € Endg(eR), allora abbiamo che f(e) = ea per un certo a € R e abbiamo

che
fler) = f(eer) = f(e)er = eaer = eaeer = Leye(er) per ogni r € R.
[l

Teorema 1.1.13 (Wedderburn). Sia A un anello semplice. Allora esiste un

unico anello di divisione D (a meno di isomorfismo) ed un unico n € N tale

che A~ M,(D).

Dimostrazione. Innanzitutto dimostriamo ’esistenza. Scegliamo un idempo-
tente 0 # e € A (ad esempio 1), sia I un qualunque ideale minimale di A
(sappiamo gia che sono tutti isomorfi tra loro) e sia D = End4(I) (per il
Lemma di Schur ¢ un anello di divisione), allora, usando il lemma appena
dimostrato, insieme all’osservazione che segue il teorema 1.1.7 e al teorema
1.1.9 si ha:

eAe ~ Enda(eA) ~ Enda (@ ]) ~ M,(D).
i=1
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Per vedere 'unicita, mostriamo che M, (D) ~ M,,(E) con D ed FE anelli di
divisione, implica m =ne D ~ FE.

Consideriamo l'idempotente 0 # Ey; € M,(D), un calcolo semplice
mostra che F11M,(D)E;; ~ D e ne deduciamo che Ej3 M, (D) & un ideale
minimale di M, (D).

Infatti, se cosi non fosse, dal momento che M, (D) & un anello semplice,
avremmo Ey3 M, (D) ~ é I con I ideale minimale di M,,(D) e k > 2, da cui

=1
usando 1.1.7 e 1.1.9 si avrebbe

D~ Elan(D)EH
~ End(Elan(D))

k
~ End (@ ])
~ Mk(En(;(]))

con k > 2, che & impossibile (ad esempio perché D non ha zero-divisori).
Allo stesso modo Ey3 M,,(FE) € un ideale minimale di M,,(F), quindi per il
fatto che M, (D) ~ M,,(F) si ha

D ~ End(Ey 1M, (D)) ~ End(Ey 1 M,,(E)) ~ E.
Ne segue poi che n = m per motivi di dimensione. O

Osservazione 1.1.14. Se A ~ M, (D) ¢ un anello semplice, avremo allora
che il centro di A e il centro di D, cioe € un campo e A & un algebra su tale

campo. Si puo quindi anche dire che A e un algebra semplice.

Osservazione 1.1.15. Abbiamo visto nella dimostrazione di 1.1.13 che un
ideale minimale di A ~ M, (D) & Ey;; M, (D); per 1.1.8 sappiamo che sono
tutti isomorfi tra loro. Per un qualunque ideale minimale I di A abbiamo
allora

[I: D] =n.
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1.2 Prodotto Tensoriale

Il prodotto tensoriale ¢ una costruzione algebrica molto naturale: ¢ cio
che si fa moltiplicando un vettore colonna per un vettore riga per ottenere
una matrice, ma per adesso non limitiamoci al caso degli spazi vettoriali e

vediamo la costruzione generale.

Definizione 1.2.1. Sia R un anello; siano M ed N rispettivamente un mod-
ulo destro ed un modulo sinistro su R e sia P un gruppo abeliano, scritto
additivamente. f: M x N — P e una mappa bilanciata se f & Z-bilineare e

f(m,rn) = f(mr,n) per ognir € R,m € M,n € N.

Definizione 1.2.2. Siano f: M x N — Pe ¢ : M x N — T due mappe
bilanciate di M x N nei gruppi abeliani additivi P e T'. Diciamo che f puo

essere fattorizzata attraverso T se esiste un omomorfismo f* : T — P tale
che f = f*p.

Teorema 1.2.3. Siano R, M ed N come sopra, allora esiste un gruppo
abeliano T e una mappa bilanciata t : M x N — T tale che

(i) per ogni x € T, x = > t(m;,n;) conm; € M en; €N,

(i1) ogni mappa bilanciata da M x N in un qualunque gruppo abeliano P si
puo fattorizzare in modo unico attraverso T'.
Inoltre, la coppia (T,t) é unica a meno di isomorfismo, cioe se anche (T',t')
verificano (i) e (ii), esiste A : T — T" isomorfismo di gruppi e t' = At.
Dimostrazione. Cominciando definendo F' come lo Z-modulo libero che ha

come base gli elementi di M x N, in modo che F' sia il gruppo abeliano

additivo che consiste di tutte le somme formali finite
Zzij(mi,nj), zi; €4 m; € M n; €N.
Ora, sia H il sottogruppo di F' generato dalle somme formali

(mq + mag,n) — (my,n) — (Mg, n),
(m,nq +ng) — (m,ny) — (M, na), (1.2)

(m,rn) — (mr,n)
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per tutti gli m; € M, n; € N er € R. Sia T il gruppo quoziente F'/H e
definiamo
t:MxN—T

tramite

t(m,n) = (m,n) + H.

Visto che tutte le somme indicate in (1.2) stanno in H, si ha immediatamente

che t ¢ Z-bilineare e che
t(m,rn) —t(mr,n) =0 perognim € M, n€ N ,r € R. (1.3)

che mostra che ¢ € una mappa bilanciata. Dal fatto che ogni elemento di F
e combinazione Z-lineare di coppie ordinate, ne segue che possiamo scrivere

ogni elemento di 7' come
Zzit(mi,ni) conm; € M,n; € Nez €Z.

Da qui, per ottenere (i) basta osservare che la Z-bilinearita di ¢ e (1.3)

implicano che
t(zm,n) = t(m, zn) = zt(m,n) perognime M, ne N e z € Z.

Ora, sia ¢ : M x N — P una qualunque mappa bilanciata. Visto che gli
elementi (m,n) formano una Z base di F', possiamo definire un omomorfismo

¢ di F in P tramite

¢ (Z Zij<mi7nj)> = Zzijsf?(mi, n;).

Osserviamo che ¢'(H) = 0 perche ¢ ¢ bilanciata, quindi ¢’ induce un omo-

morfismo ¢* dal quoziente F/H =T in P tale che
©* ((m,n) + H) = p(m,n) per ogni (m,n) € M x N
Possiamo quindi fattorizzare ¢ attraverso 7', infatti

p(m,n) = ¢*((m,n) + H) = ¢*({(m, n)).
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Con questo abbiamo concluso I'esistenza, passiamo ora all’unicita. Supponi-
amo che 7" sia un gruppo abeliano e ¢’ sia una mappa bilanciata che verifi-
cano (1) e (i7), allora possiamo fattorizzare ¢ attraverso 7" e t' attraverso 7.

Otteniamo dunque due omomorfismi A : T"— T" e p: T" — T tali che
A(t(m,n)) =t'(m,n) e

p(t'(m,n)) =t(m,n) per ogni (m,n) € M x N.

Poiché gli elementi {t(m,n)} e {t'(m,n)} generano rispettivamente i gruppi
T e T', ne segue che A\ e pA sono l'identita su 7' e T”, quindi A e p sono

isomorfismi. ]

Definizione 1.2.4. Il gruppo 7' che abbiamo appena costruito si chiama il
prodotto tensoriale di M ed N su R e si indica M ®r N. L’immagine di

(m,n) tramite la mappa bilanciata M x N — M ®g N si indica con m ® n.
Dal teorema 1.2.3, si vede che il prodotto m ® n e Z-bilineare e che
mr@n=ma®rn,perognime M, ne Ner e R.

Osservazione 1.2.5. Ogni mappa bilanciata f : M x N — P puo essere
fattorizzata in un solo modo attraverso M ®g N perché se f(m,n) = f*(m®
n), il fatto che ogni elemento di M ®g N si puod esprimere come »  m; ® n;

ci dice che in realta f* ¢ determinata univocamente da f.

Proposizione 1.2.6. Siano M ed M’ R-moduli destri, N ed N' R-moduli
sinistri e siano f : M — M' e g : N — N’ degli R-omomorfismi. Allora
esiste un unico omomorfismo f @ g: M @r N — M’ ® N’ tale che

(f@g)(m@n) = f(m)@g(n).

Dimostrazione. La mappa (m,n) — f(m) ® g(n) & bilanciata perché f e g
sono R-omomorfismi, quindi per il teorema 1.2.3 esiste f ® g, 'unicita segue

dall’osservazione appena fatta. O
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Osservazione 1.2.7. Se f e g sono come sopra e se [/ : M' — M" e
g : N' — N" sono R-omomorfismi, usando due volte la proposizione appena

vista, si ha che

(ffed)(feg=Fffedy.

Proposizione 1.2.8. Siano M; ed M, R-moduli destri e N un R-modulo

sinistro, allora
(My ® My) @ N =~ (M; ® N) @ (M @5 N).

Dimostrazione. Consideriamo la mappa da (M; & My) X N in (M; @g N) &
(My; ®g N) data da

(my 4+ ma,n) —my@n+ms®n m; € M,n € N.

E’ una mappa bilanciata, quindi per 1.2.3 induce un omomorfismo f : (M; ®
M) ®@r N — (M; ®r N) @ (My; @ N) tale che

f((m1+m2) ®n) =mi @n+my @ n.

Ora, consideriamo per j = 1,2 le mappe ¢, : M; x N — (M, @ M) ®p N
date da

g;(my,n) =i;(m;) @n m; € Mj, n € N,
dove i; : M; — M; @ M, ¢ l'iniezione canonica nell’i-esima componente.

le g; sono mappe bilanciate, quindi per 1.2.3 esistono g; : M; ®g N —
(M; ® My) ®g N con

gi(m; ®n) =1i;(m;)®@n  m; € M;, n€ N.

Siano ora 7; : (M; ®g N) @ (My ®g N) — M; ®g N le proiezioni sulle
componenti j-esime, abbiamo la mappa g : (M; ®g N) & (My ®g N) —
(M1 @ Mg) ®R ]\/v7 data da

g = g1T1 + ga2To.
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Ora,

g(f((m1+my) @n)) = (g171 + gam2) (M1 @ 1+ My @ n)
= g1m1(m1 @ n 4+ ma @ n) + gama(my @ N+ Mgy @ n)
= g1(m1 ®n) + ga(ma ®n)
= i1(m1) @ n+ iz(ma) @ n
= (i1(m1) +i2(m2)) @ n

= (my + my) @ n.
Viceversa,
flglmi @ n+me®n)) = f(ir(m1) @ n +iz(m2) @n)
= f((my +mg) ®n)
Quindi f e g, essendo uno l'inverso dell’altro, sono isomorfismi. n

Chiaramente questo risultato implica anche la generalizzazione alla som-
ma diretta finita di moduli.

Fino ad adesso abbiamo dato al prodotto tensoriale solamente la struttura
di gruppo abeliano, ma possiamo spingerci piu in la: vediamo per esempio

in quali casi M ®z N e un modulo.

Definizione 1.2.9. Diciamo che un gruppo abeliano M ¢ un (S, R)-bimodulo
sugli anelli R ed S, se M ¢ un S-modulo sinistro ed un R-modulo destro e si

ha:
(sm)r = s(mr) perognise S,meM,r €R.

Per esempio se R ¢ un anello commutativo, un R-modulo sinistro M e un

(R, R)-bimodulo se definiamo mr =rm, m € M, r € R.

Proposizione 1.2.10. Sia M ¢é un (S, R)-bimodulo e sia N é un R-modulo
sinistro. Esiste un’unica struttura di S-modulo sinistro su M &g N tale che

s(m®n) = (sm) ®@n.
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Dimostrazione. Fissiamo s € S e consideriamo la mappa (m,n) — sm ®@n
da M x N in M ®r N. E’ una mappa bilanciata, quindi per il teorema 1.2.3
esiste ¥; endomorfismo di M ®g N tale che 1h5(m ®@n) = sm @ n. Definiamo
allora Vs € S

S(Zmi®ni> = 1) <Zmi®ni) :Zsmi®ni.

Si vede chiaramente che M ®g N e un modulo rispetto a questa operazione.
]

Analogamente, se M & un S-modulo destro e N & un (.S, R)-bimodulo,
M ®g N sara un R-modulo destro.

Con le ipotesi di quest’ultima proposizione, si generalizza facilmente 1’i-
somorfismo in 1.2.8 ad un isomorfismo di moduli.

Se N ¢ un R-modulo sinistro, dal momento che R ¢ evidentemente un

(R, R)-bimodulo, abbiamo che R ®z N ¢ un R-modulo sinistro.
Proposizione 1.2.11. R®r N ~ N come R-moduli sinistri.

Dimostrazione. La mappa (r,n) — rn € una mappa bilanciata da R x N in

N, quindi per 1.2.3 esiste un omomorfismo ¢ : R g N — N tale che
o(r®n) =rn.
D’altra parte, possiamo definire un omomorfismo ) : N — R ®gr N tramite
Y(n)=1®n n e N.
Chiaramente @ e I'identita su N, inoltre
Plp(r@mn)) =i¢(rm) =1@rm=ren,

quindi ¥ ¢ l'identita su R @z N. Cio significa che ¢ € un isomorfismo di

gruppi e si vede facilmente che & anche un R-omomorfismo. ]

Allo stesso modo, con N modulo destro, N ®r R ~ N come R-modulo

destro.
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Osservazione 1.2.12. Se R e commutativo, non c’e differenza tra moduli
destri e sinistri, quindi, se M ed N sono entrambi R-moduli, sono anche
(R, R)-bimoduli ed esistono sia M ®zr N che N ®pg M e sono chiaramente

isomorfi.

Teorema 1.2.13 (Associativita del Prodotto Tensoriale). Sia L un R-modulo
destro, sia M un (R, S)-bimodulo e sia N un S-modulo sinistro, dove R ed S
sono anelli. Allora L @ M € un S-modulo destro, M ®g N é un R-modulo

sinistro e

(L®&rM)®s N ~L&g(M®gN).

Dimostrazione. Abbiamo gia visto che L&z M & un S-modulo destro e M ®g
N ¢ un R-modulo sinistro, sono quindi ben definiti (L ®p M) ®s N e L ®p
(M®gN). Ora, fissiamo n € N e consideriamo A, : LXN — LRr(M®&gN)
definita da

(I,m) —1l®(m®n) €L, me M.

Questa e R-bilanciata, quindi per 1.2.3 induce un’unica mappa da L ®r M
n L®R (M®5 N) con

[@n—1l®(men) leL,me M.
Possiamo allora definire A : (L ®r M) x N — L ®p (M ®g N)tramite
(®@m,n)—1l®(men) le L,me M, neN.

A e S-bilanciata, quindi per 1.2.3 esiste un’unica X' : (L ®g M) ®s N —
L ®gr (M ®s N) con

N({(leom)®n)=l®(m®n) €L meM,neN.

Analogamente possiamo fare la stessa costruzione partendo da un [ € L

fissato e ottenere la mappa

men— (l®@m)Rn,
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quindi
(,m®n)— (l®@m)®n,

per arrivare infine a ¢/ : L ®g (M ®5 N) — (L ®g M) ®s N con
f(l@(men))=(1m)n.

Abbiamo cosi costruito due omomorfismi A e ' che sono 1'uno l'inverso

dell’altro e quindi sono isomorfismi. [

1.2.1 Prodotto tensoriale di spazi vettoriali e di alge-

bre

Vediamo ora il caso degli spazi vettoriali: siano M e N spazi vettoriali
di dimensione rispettivamente m ed n su un campo F. Allora per 1.2.10,
M ®pr N e un F-modulo, cioe € ancora uno spazio vettoriale su F', e, usando
1.2.8 e 1.2.11 si vede che

M @p N ~ (@F) or N~@PFarN~EPHN
1 1 1
come F-spazi, quindi [M®&pN : F] =mn = [M : F][N : F]. Orasupponiamo

che
M=Fuvi&---& Fu,, N=Fu & - Fu,

eche z®y € M ®p N, allora
roy=0 wo)© () yu) =) ayv;@u) oy €F
i=1 j=1 irj

quindi, visto che ogni elemento di M ®r N puo essere scritto come somma
di elementi del tipo z ® y, si ha che gli {(u; ® v;)};; generano M ®p N, di
conseguenza ne sono una base poiche sono esattamente mn.

Da questo si deduce anche che se m # 03, e n # Oy, allora m ® n # 0 in
M ®p N. Infatti possiamo scegliere delle basi di M e di N in modo che m
ed n siano elementi delle rispettive basi, quindi m ® n sara un elemento di
una base di M ®r N e percio non nullo.

Aggiungiamo ancora un po’ di struttura e passiamo al caso delle algebre.
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Teorema 1.2.14. Siano A e B due algebre su un campo F, allora A @ B

¢ ancora un algebra su F se definiamo il prodotto come

(Z a; ® bi> <Z a) ® bg> = aa; @ b,
% l il

Dimostrazione. Innanzitutto dimostriamo che la moltiplicazione e ben defini-
ta, per fare cio ci basta vedere che se ). a; ® b; = 0 allora

(Z a; @ bi) <Z a;- ® b;) =0 per ogni a, € A, b;. € B.

7

J

Prendiamo {u;}7L, base di A e {v;};_; base di B, allora

0= Z a; ® b;
S(5) 5w

= E ;i Biru; @ vg,
i7j7k
quindi, visto che (u; ® v;) sono una base, tutte le componenti devono essere

nulle, cioe

Zazjﬁz‘k =0 per ogni (j,k).
Allora

Z CLZ‘CLE &® bzbg = Z ozijﬁikujag &® Ukb/l

il ikl
/ /
= E ( E Oéijﬂik) uja; @ vib
Gkl N\ i

=0.

Ora, avendo visto che la moltiplicazione & ben definita, ¢ chiaro che A ®r B
e un algebra su F', con elemento neutro 14, ® 1g. I sottoinsiemi A ® 1 e
14 ® B sono sottoalgebre di A ®r B isomorfe rispettivamente ad A e B, gli
elementi dell'una commutano con quelli dell’altra e i loro prodotti generano
A®p Bsu F. O
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Proposizione 1.2.15. Siano A e B due F-algebre, in piu richiediamo che

B sia commutativa. Allora A @ B ¢é una B-algebra.

Dimostrazione. Sappiamo gia che A ®p B € una F-algebra, che contiene una
sottoalgebra isomorfa a B. Per avere il risultato ci basta osservare che, dal

momento che B e commutativa, per ogni b € B si ha:

(1®b)( Zal®b Za Q) =

Proposizione 1.2.16. Siano A e B due F-algebre, B commutativa, e sia C

una B-algebra commutativa, allora c’e¢ un isomorfismo di C algebre

Dimostrazione. Per 1.2.13 e 1.2.11, sappiamo che esistono gli isomorfismi di
gruppi
(A®rpB)@pC ~A®r(Bep(C)~A®pC

tali che

(a®b)@cr—a® (b®c)— a® b,

vogliamo quindi vedere che f: (A®p B) ®p C — A ®@p C dato da
f(a®b)®@c)=a®be

e anche un isomorfismo di C-algebre. Sicuramente f e C-lineare, resta da
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vedere come si comporta per il prodotto. Per questo basta osservare che

fl((a@b)@c)((d @)@ ) = f((a®b)(d @) @ cc)
= f((ad' @ bb") @ cc)
=ad @ bb'cd
= ad’ ® beb'd
= (a®bc)(ad @V )
=flla®@b)@c)f((d @V)® ).
O

Teorema 1.2.17. Siano A e B due F-algebre, B commutativa, sia C' una
B-algebra, non necessariamente commutativa. Supponiamo che esista un
omomorfismo di F-algebre, f: A — C. Allora esiste un unico omomorfismo
di B-algebre (detto l’estensione sinistra B-lineare di f), fp: A®r B — C,

tale che
fla®b) =bf(a).

Dimostrazione. Consideriamo la mappa g : A x B — (C data da

9(a,b) =bf(a),
questa e F-bilanciata, quindi esiste un omomorfismo di gruppi fz : AQr B —
C tale che
fela®b) =0bf(a).

fB € chiaramente B-lineare, per concludere verichiamo che rispetti il prodot-

to:

fe((a®b)(a" @V)) = fplad’ @ )
= bb f(ad’)
= bV’ f(a)f(a')
=bf(a)b'f(a’)
= fela®b)fp(d @V).
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Questo teorema ha una conseguenza molto importante:

Proposizione 1.2.18. Sia A una F-algebra, e j : M,,(F) — M, (A) liniezione
indotta dall’iniezione canonica v : F' — A con 1(k) = k1. Allora lestensione

sinistra A-lineare
ja: M, (F)®p A — M,(A)

e un isomorfismo di A-algebre.

Dimostrazione. Per il teorema 1.2.17 abbiamo 'omomorfismo di B-algebre
Ja: My(F)®p A — M,(A) con

ja(M @ a) = aj(M),

ma M, (F) ¢ un F-modulo libero con base {E;;}, quindi M, (F) ®r A & un
A-modulo libero con base {E;; ® 1}, la quale viene inviata tramite js nella
base {E;;} di M,,(A). Allora j4 ¢ un isomorfismo. O

Osservazione 1.2.19. M, (F) ®@p M,,(F) ~ M, (M,,(F)) ~ M, (F).
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1.3 Gruppo di Brauer

Definizione 1.3.1. Un’algebra A si dice centrale semplice su un campo F

se A e un’algebra semplice che ha F' come suo centro.

Proposizione 1.3.2. Se A ¢ un’algebra centrale semplice sul campo F e B

e un algebra semplice il cui centro contiene I, allora A ®@p B & semplice.

Dimostrazione. Sicuramente A ®pr B & artiniana, perché ¢ di dimensione
finita su F. Sia ora U # 0 un ideale di A ®p B, e sia 0 # u € U. Scriviamo
u=>Y a;®b; dove a; € A e b; € B scegliendo i b; in modo che siano
linearmente indipendenti su F' e chiamiamo il numero di a; non nulli di
questa espressione, la lunghezza di u. Scegliamo u € U di lunghezza minima.
Ser,s € A, allora (r®@ Nu(s®1) => ra;s®b; € U. Ora, Aa; A & un ideale
bilatero di A non nullo, quindi coincide con A, perché A e semplice. Allora

esistono r;,s; € A tali che Y, rjars; =1 e Y rja;s; # 0 per a; # 0, quindi

U3 = Z(rj ® Du(s; ® 1)

S (S rme)

J

=1®b+ayQby+ -+ a, by,
dove m e la lunghezza di u e quindi anche di u;. Dato a € A, si ha

Us(@®1)u; —u(a®1)=(a®b +aday @by + -+ aa,, @ by,)
—(a®b +aba®@by+ -+ a,,a® by,)
= (aay — aya) @ by + - - - + (aa,, — a,,a @ by,).

Ma questo ¢ un elemento di U di lunghezza minore di u, quindi dev’essere nul-
lo. Visto che i b; sono linearmente indipendenti su F', 1 ® b; sono linearmente

indipendenti su A, quindi

(aay — aha) @ by + -+ - + (aal, — a,a @ by,) =0
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implica (aa, — aja) = 0 per ogni i = 2,...,m; cioe aa; = ala per ogni i =
2,...,m e perogniac€ A

Quindi a; € F per ogni i =1,...,m e possiamo scrivere

w=1®b+ay@by+ - +a, @by,
=1Q0b+1®ayby+---+1®al by,
=1® (b1 + aghy + -+ - + al,by).

Dal momento che i b; sono indipendenti su F’,
b:b1+a'2b2+a;nbm7é0,

da cui

US(1®Bu(loB)=1® BbB=1® B

per la semplicita di B. Da questo si ottiene che
UDA®1)(1®B)=A®rB
quindi U = A ®F B, che e quindi un’algebra semplice. O

Teorema 1.3.3. Se A e B sono algebre centrali semplici sul campo F, allora

A®p B ¢é centrale semplice su F.

Dimostrazione. Per la proposizione precedente, sappiamo gia che A @ B ¢
semplice, vogliamo allora far vedere che il suo centro ¢ F'. Chiaramente F,
inteso come F(1 ® 1), & contenuto nel centro di A @ B vogliamo vedere
I'inclusione inversa. Supponiamo che z = > a; ® b; sia nel centro di A @p B
e supponiamo ancora che i b; siano linearmente indipendenti su F'. Dato

a € A,
O:(a®1)z—z(a®1):Z(aai—aia)ébbi

da cui aa; — a;a = 0 e quindi a; € F' per ogni i. Scriviamo allora
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Ora, se prendiamo = € B

0

l®z)z—z2(1® 1)
(1®xb) — (1 ® bx)
(1 ®xb— bx)

da cui zb — bx = 0 per ogni x € B, quindi b € F. Con questo abbiamo

concluso perché allora
z=1®b=01®1)e F(1®1).
]

Lemma 1.3.4. Sia D un’algebra di divisione su un campo algebricamente
chiuso F'. Allora D = F.

Dimostrazione. Per ogni d € D, possiamo considerare il campo F(d) C D
generato da d e F. Allora [F/(d) : F| < [D : F|, quindi F(d)/F & un’esten-
sione algebrica, in quanto finita, di F'. Ne segue che F(d) = F dacuid € F
per ogni d € D, cioe D = F. ]

Proposizione 1.3.5. Sia A un’algebra centrale semplice su F', allora [A : F|

¢ un quadrato perfetto.

Dimostrazione. Per il teorema di Wedderburn (1.1.13) abbiamo che A ~
M,,(D) con D algebra di divisione centrale su F'. Sia F' la chiusura algebrica
di F, allora D = D®p F & semplice per 1.3.2; inoltre [D : F] = [D : F]. Ora,
sempre per il teorema di Wedderburn, abbiamo che D, essendo un algebra
semplice che contiene F nel suo centro, ¢ isomorfa ad una qualche algebra di
matrici M, (L), con L algebra di divisione su F'. Quindi, per il lemma 1.3.4,
abbiamo che L = F, cioe D ~ M, (F). Ne ricaviamo che

[D:F)=[D:F]=[M,(F):F)=n’

In conclusione, si ha

[A: F] = [M,,(D): F]=m?[D: F] = m*n* = (mn)*.
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Definizione 1.3.6. Dato un anello qualunque A, definiamo A° 1’anello

opposto il cui gruppo additivo e quello di A, e il prodotto ¢ definito cosi:
a-b=ba
dove ba ¢ il normale prodotto in A.
Sono evidenti le seguenti proprieta:
1. A? = A se e solo se A & commutativo,
2. (AP)P = A,
3. A% e anti-isomorfo ad A,
4. I C A e un ideale sinistro di A se e solo se I € un ideale destro di A%,
5. A e semplice se e solo se A lo e,
6. A e una F-algebra se e solo se A% lo e.

Teorema 1.3.7. Sia A un’algebra centrale semplice su F', e sian = [A: F],

allora

A@p AP ~ M,(F).

Dimostrazione. L’anello Endg(A) delle trasformazioni F-lineari di A come
spazio vettoriale ¢ chiaramente isomorfo a M,(F). Ora, per a € A, sia
R, : A — A la moltiplicazione a destra R,(z) = za, e sia L, : A — A la
moltiplicazione a sinistra L,(z) = ax.

Definiamo A, := {R,ja € A} C Endp(A) e A; := {L,a € A} C
Endpg(A), se scriviamo la moltiplicazione in Endg(A) come (fog) = f(g(x))
e evidente che A; ~ A e A, >~ A°. Notiamo che ogni elemento di A; com-
muta con ogni elemento di A,. Ora, per quanto appena affermato, abbiamo
A®p AP ~ A ®r A, che e centrale semplice su F perché A; e A, lo sono.
Definiamo una mappa da A; X A, in A;A, C Endg(A) tramite

(Lm Rb) = LaRb-
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Questa mappa e F-bilanciata, quindi esiste un omomorfismo di gruppi g :
Ay ®@p A, — L(A) con

g(La & Rb) = LaRb
che e suriettivo e dalle proprieta di commutativita ¢ anche un omomorfismo

di anelli, infatti

g((La ® Ry)(Ly @ Ry)) = g(LoLa ® RyRy)
— LoLuRyRy
— LoRyLo Ry
= 9(La ® Ry)g(Lar @ Ry).

g deve essere iniettivo perché A; @ A, € semplice, quindi € un isomorfismo,

cioe abbiamo
A R AP ~ A QF AT ~ AlAr C EndF(A)
Ora,

n? = [Endp(A) : F]
> [AlA, ]

[AQp AP : F]
= ([A: F))*

quindi abbiamo che [4;A, : F] = n?, che implica che A;A, = Endp(A) e con

questo abbiamo concluso, perché
A®p AP ~ AjA, = Endg(A) ~ M, (F).
m

Ora ci manca poco per poter definire il Gruppo di Brauer di un campo, per

fare cio introduciamo una relazione di equivalenza.
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Definizione 1.3.8. Siano A e B algebre centrali semplici sul campo F, allora

A ~ B se esistono degli interi m e n tali che

Osserviamo che questa e veramente una relazione di equivalenza, infatti
e riflessiva
A~ AQpr F=A®p M (F).
La simmetria e evidente dalla definizione e, per la transitivita, supponiamo
A®p M, (F)~B®p My,(F)e Br Mi(F)~C ®p M(F), allora
A®p My (F) ~ A®p (M, (F) @ M(F))
~ (A®p M, (F)) @p Mp(F)
~ (B ®p My (F)) @p My(F)
~ (B®r My(F)) ® F)
~ (C®p M)(F)) ®F Mm(F)
~ C®p My, (F).

(
Mo

Definizione 1.3.9. Chiamiamo Br(F) 'insieme delle classi di equivalenza

di algebre centrali semplici sul campo F'.

Teorema 1.3.10. L’insieme Br(F') con il prodotto
[4][B) = [A 5 B]

& un gruppo abeliano con elemento neutro [F|, e viene chiamato il Gruppo
di Brauer di F'.

Dimostrazione. Innanzitutto, se A e B sono algebre centrali semplici su F',
anche A ®r B lo e, per 1.3.3.
Osserviamo poi che il prodotto ¢ ben definito sulle classi d’equivalenza, infatti
se AQp M, (F) ~ A @ M, (F) e B® My(F)~ B"® M;(F) abbiamo che
(A®p B) @p Mu(F) ~ (A®p My(F)) @p (B ®@p M(F))
~ (A" @p M,,(F)) @ (B' ®F M(F))
~ (A'®p B") @ M (F).
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Ora, [F] & chiaramente 1’elemento neutro per questo prodotto, visto che
[AllF] = [A®F F] = [A].
Per finire, per 1.3.7 abbiamo che A’ ¢ I'inverso di A, infatti
[A][A”] = [A@p A?] = [My(F)] = [F].
]

Osservazione 1.3.11. Per il teorema di Wedderburn, abbiamo che per ogni
A algebra centrale semplice su F';, A ~ M,(D) con D algebra di divisione
centrale su F, cioe

A~ M,(D)~ M,(F)®r D;

quindi la relazione di equivalenza che abbiamo scritto in 1.3.8 € in realta
una relazione tra algebre di divisione e si ha per ogni A, [A] = [D] per una
qualche algebra di divisione D ed una sola. Per studiare il gruppo di Brauer
di un campo F', possiamo allora limitarci a studiare le algebre di divisione

centrali su F'.

Un esempio molto semplice di gruppo di Brauer si osserva nel caso dei
campi algebricamente chiusi: visto che I'unica algebra di divisione su F' cam-
po algebricamente chiuso ¢ F' stesso, non ci sono altre classi di equivalenza

di algebre centrali semplici, quindi in tal caso Br(F') ¢ il gruppo banale.
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1.4 Teorema di Noether-Skolem e Teorema

del Centralizzatore

Lemma 1.4.1. Sia R un anello Artiniano e sia x € R. Se x non ¢ uno zero

divisore, allora ¢ invertibile.

Dimostrazione. Consideriamo catena discendente di ideali
RORrDORx*D>---DRa" D,

siccome R e Artiniano, questa si stabilizza da un certo N in poi. E’ impos-
sibile che Ra™ = 0 perché altrimenti avremmo z" = 0, il che contraddice
l'ipotesi che x non & uno zero divisore. Abbiamo allora Rz™ = RaxN*1 £ 0,

esiste allora y € R tale che

2N = Nt
I'N o ny—f—l — 0
(1 —yx)z™ =0

ma ¥ non & uno zero divisore perché non lo & z, quindi

(1—yz)=0 cioe yr = 1.
[

Teorema 1.4.2 (Noether-Skolem). Sia R un’algebra semplice centrale su F
e siano A e B sottoalgebre semplici di R che contengono F'. Sia ¢ : A — B
un isomorfismo di algebre che fissa gli elementi di F, allora esiste x € R,

wnvertibile, tale che
$(a) = v tax per ogni a € A.

Dimostrazione. Usando le stesse convenzioni del teorema 1.3.7, consideriamo
Endp(R) I'insieme degli endomorfismi di R e consideriamo R;, A, e B, i suoi

sottoinsiemi dati rispettivamente dalla moltiplicazione a sinistra per elementi
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di R e dalla moltiplicazione a destra per elementi di A e B. Ora, R, ®p A,
¢ un’algebra semplice ed ¢ isomorfa a R;A, C Endp(A) esattamente per
lo stesso ragionamento fatto in 1.3.7, analogamente R; ®p B, € un’algebra
semplice isomorfa a B;B, C Endp(R). La mappa da R, ®p A, in R} @p B,
definita da

L, ® Ry L, ® Ry(a)

¢ chiaramente un isomorfismo.
Ora, diamo a R una struttura di R; ®  A,-modulo destro identificando

appunto R; ®p A, con R;A,, tramite
(L, ® R,) = uza

e analogamente una struttura di R; ® p B,-modulo destro tramite
z(Ly ® Rp) = uxb.

Per 1.1.7 R & somma diretta di B;® A,-moduli semplici (o ideali minimali) V;
isomorfi tra loro, allo stesso modo e¢ anche somma diretta di R; ® B,-moduli
semplici U;. Visto che R, ® A, ~ R; ® B,, anche V; >~ Uj.

Ora,sia R=Vi&---®dV, =U;&---®&U,, supponiamo n < m senza perdere

di generalita, allora possiamo trovare degli isomorfismi
o;: Vi, — U, 1=1,...,n
tali che
0i(viLyRa) = 03(v;) Ly Ry (a) per ogni v; € V;,u € R,a € A.
Sia allora o = iai’ o : R — R e iniettivo e vale
o(vLyR,) = 0(v)LyRy(a) per ogniv € R,u € R,a € A. (1.4)

In particolare, se prendiamo v =1 e a = 1 abbiamo

o(1L,) = o(u) =o(1)L, = uo(l) per ogni u € R. (1.5)
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Definiamo = = o(1), e prendiamo in (1.4) u=1,v=1,a € A, si ha

0(1R,) = o(a) = 0(1)Ry(ey) = 0(1)¢p(a) = z¢(a). (1.6)

Ora, prendendo u = a € A in (1.5) abbiamo o(a) = ax, che insieme a (1.6)
ci da
z¢(a) = ax.
Per concludere, basta mostrare che x e invertibile. Non puo essere uno zero
divisore perche se v € R
0 =vx =vo(l) =o0o(v)
implica v = 0 per l'iniettivita di o, quindi ¢ x ¢ invertibile per 1.4.1. ]

Questo e un risultato fondamentale, che risultera utile molte volte in
seguito, ora prima di arrivare all’altro teorema importante di questa parte,

abbiamo bisogno di alcune nozioni sui centralizzatori.

Definizione 1.4.3. Sia D un anello e sia S C D, il centralizzatore di S in
De
Cp(S) ={x € D| xs=sx perognis € S}.

Osservazione 1.4.4. E’ chiaro che Cp(S) € un sottoanello di D; se poi D ¢

un anello di divisione, Cp(S) lo sara a sua volta.

La prossima proposizione ¢ una piccola generalizzazione del risultato che

abbiamo gia visto in 1.3.3 e usa le stesse idee.

Proposizione 1.4.5. Sia F' un campo e siano A, A', B, B’ delle F-algebre
tali che A’ C A e B' C B, allora

Casgp(A' @p B") = Cy(A) @ Ca(B') C A®r B.

Dimostrazione. Innanzitutto, 'inclusione D e abbastanza evidente, infatti se
a®@beCy(A)RrpCp(B)ed @l € A ®@p B C A®p B, abbiamo

(a®b)(d @V) = (ad @) = (d'a®@b'b) = (a’ @V)(a®Db).
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Ora, sia © € Cagp(A’ ®k B'), seguendo un ragionamento molto simile a

quello in 1.3.3, possiamo scrivere
x:ZeiQ@bi e, €A b, eB
con e; linearmente indipendenti su F' e ne otteniamo che per ogni b’ € B’,
0=(1eM)r—z1ab) = e [Ob—bi),

da cui b'b; = b/ per ogni i e quindi b; € Cg(B’). Analogamente, possiamo
anche scrivere

.CE:ZCLZ@]CZ a; € A, f, € B

con f; linearmente indipendenti su F' e allo stesso modo otteniamo che a; €
C4(A’) per ogni i. Quindi

T € CA(A/) QrBNAQFr CB(B/) = CA(A/) KRp CB<BI).
]

Lemma 1.4.6. Sia A una F-algebra e siano A; C Endp(A) e A, C Endp(A)
i sottoanelli di Endg(A) dati rispettivamente dalla moltiplicazione a sinistra

e a destra per gli elementi di A. Allora
OEnd(A) (Az) = A, € CEnd(A)(Ar) = A

Dimostrazione. Mostriamo solo la prima affermazione, visto che la seconda si
ottiene in modo totalmente analogo. Intanto A, C Cgngca) (A;) banalmente,
per l'altra inclusione supponiamo f € Cgnq(a)(4;), allora fL, = Lo f per ogni
a € A, cioe

flaz) = af(z) per ogni a,x € A.

In particolare per z = 1 abbiamo f(a) = af(1) per ogni a € A, quindi
f = Rf(l) € A,. ]

Abbiamo ora elementi sufficienti per dimostrare il cosiddetto teorema del

doppio centralizzatore.
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Teorema 1.4.7. Sia R un’algebra centrale semplice su F e sia A C R una

F-sottoalgebra semplice. Allora
1. Cr(A) é semplice,
2. Cr(Cr(A)) = A.

Dimostrazione. Sia [A : F| = n e consideriamo il sottoanello A; C Endp(A)
dato dalla moltiplicazione a sinistra per gli elementi di A; otteniamo in questo
modo un immersione di A in M := M, (F'). Ora Cy(4;) = A, per il lemma
precedente, ma A, € semplice in quanto isomorfo a A%, ed abbiamo anche
Cu(Cr(Ay)) = Cy(A,) = Ay quindi il teorema ¢ verificato per R = M =

Adesso, nel caso generale, R @ M e un’algebra centrale semplice su F
e abbiamo A C M (considerando A come A;), ma anche A C R. Quindi
A®1el® A sono F-sottoalgebre semplici di R ® M e sono isomorfe tra
loro tramite un isomorfismo che fissa F. Per il teorema di Noether-Skolem

(1.4.2) sono quindi coniugate, cioe esiste x € R invertibile tale che
Al=2"1® A).

Da cio si deduce che anche i loro centralizzatori sono coniugati, infatti se
r € Crom(l ® A) si ha che
v re(A®1) =z rar (1@ Az
=2 'r(1® Az
=2 M (1® A)rz
=2 (1 ® A)xz tra,

cioe x7'rz € Crem (A ® 1) e il viceversa si vede analogamente.

Ora, usando 1.4.5, abbiamo
CR®M(A®1) :CR(A) KM e

Crom(l1® A) = R®p Cy(A).
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ancora una volta, essendo questi coniugati, lo sono anche i loro centralizza-

tori, cioe
Crem(Crom(A® 1)) = Crem(Cr(A) @F M)
= Cr(Cr(A)) ®@r F

Crom(Cron(1 ® A)) = Crom(R @r Crr(A))
= Cr(R) @r Cu(Cu(A))
=F®p A (poiché il risultato ¢ vero in M, (A))
~ A.

Quindi Cr(Cr(A)) ed A sono isomorfe, e sono quindi della stessa dimensione
su F'; ma, dal momento che A C Cr(Cgr(A)), per ragioni di dimensione vale
I'uguaglianza.

Abbiamo cosl ottenuto la parte (2) del teorema. Per la parte (1) osservi-
amo che, dal ragionamento precedente, abbiamo visto che Cr(A) @ M e
R ®p Cp(A) sono coniugate, quindi isomorfe. Sappiamo che Cj/(A) ~ AP
da cui R ®p Cy(A) ¢ semplice, quindi lo ¢ anche Cg(A) @ M per cui lo &
Cr(A). O

Osservazione 1.4.8. Notiamo che Cr(A) ®@p M,(F) ~ R ®@p A% con n =
[A: F] implica che [Cr(A) : F|[A: F]* =[R: F][A: F] e quindi

[R:F]=[A: F|[Cr(A): F].

In particolare se A & un sottocampo di R tale che [A : F]> = [R : F'] abbiamo
che A = Cgr(A).

Definizione 1.4.9. Sia K un sottocampo di un anello di divisione D. Dici-
amo che K e un sottocampo massimale se non e contenuto propriamente in

nessun’altro sottocampo di D.
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Osservazione 1.4.10. Un sottocampo massimale K di D deve per forza
contenere il centro di D, altrimenti Cp(D)K sarebbe un campo strettamente

piu grande di K.

Proposizione 1.4.11. Sia D un anello di divisione e K un suo sottocampo,

allora K & un sottocampo massimale se e solo se K = Cp(K).

Dimostrazione. Se K = Cp(K) e K C L sottocampo di D, allora si ha
L CCp(K) =K, cioe L =K e quindi K ¢ massimale.

Viceversa, se K € massimale e a € Cp(K), allora K C K(a) che ¢ un
sottocampo di D; quindi K = K(a) per la massimalita di K. Ne segue che
Cp(K) C K; ma abbiamo banalmente che K C Cp(K) da cui I'uguaglianza.

[

Osservazione 1.4.12. La prima parte della dimostrazione si puo applicare
anche quando K e un sottocampo di una F-algebra centrale semplice R,
non necessariamente di divisione. In particolare, per I'osservazione 1.4.8 se

[K : F]? =[R: F] allora K ¢ un sottocampo massimale.

Definizione 1.4.13. Sia A un’algebra semplice centrale sul campo F' e sia
K un’estensione di F, diciamo che K & un campo di spezzamento per A se

per un qualche intero n

A®p K ~ M,(K).

Ad esempio, data A, una chiusura algebrica F di F & un campo di

spezzamento, come abbiamo visto nella dimostrazione di 1.3.5.

Osservazione 1.4.14. Se K e un campo di spezzamento per A, allora una

qualunque estensione L/K ¢ ancora un campo di spezzamento, infatti si ha

ARp L~ A®p (K ®k L)
~ (A®r K) @k L
~ My (K) @k L
~ M, (L).
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Teorema 1.4.15. Sia D un algebra di divisione centrale sul campo F' e sia

K un sottocampo massimale di D, allora K é un campo di spezzamento per
DelD:F)=[K:F].

Dimostrazione. Riprendiamo la dimostrazione di 1.4.7 considerando R = D
e A = K. Alla fine avevamo mostrato I'isomorfismo tra D ®@p Cy(K) e
Cp(K) ®p M; ma K & commutativo, quindi Cp(K) ~ K% ~ K, ed ¢ un
sottocampo massimale di D, quindi, per 1.4.11, Cp(K) = K. Ne otteniamo
che
D®pK~D®®rCy(K)

~ Cp(K)®@pr M

=K @p M, (F)

~ M, (K),
dove n = [K : F.

Per concludere, da quanto appena visto, si ha che

[Depr K :K]=n*=[K:F)?

e poi
[D:F|[K:F|=[D®rK : F]
=[D®k K : K|[K : F|
= [K: FP[K : F],
da cui il risultato. ]

Teorema 1.4.16. Se A ¢ un’algebra centrale semplice su F' e K é un sot-
tocampo di A, K D F, con [A : F| = [K : F]?; allora K ¢ un campo di
spezzamento per A.

Dimostrazione. Se [A : F| = [K : F)?, per 1.4.8 abbiamo C4(K) = K. Per

lo stesso ragionamento del teorema appena visto, prendendo D = A abbiamo

A®p K =~ CA(K) ®p Mo(F) =~ K @p My(F) ~ M, (K).
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1.4.1 11 Gruppo di Brauer di R

Possiamo vedere un’interessante applicazione di questi risultati nel deter-
minare il gruppo di Brauer di R. Innanzitutto osserviamo che i quaternioni
H sono un’algebra di divisione centrale su R, che ha periodo 2 in Br(R).

Infatti esiste un anti-automorfismo —:H — H dato da
z=a+tb+jc+kd— zZ=a—1b— jc—kd

per cui si ha

In conclusione si ha un isomorfismo ~ : H — H. Da cio deduciamo,
utilizzando 1.3.7, che in Br(R),

[H)? = [H o H] = [H @ H?] = [My(R)] = [R] = 1.

Ora, per studiare il gruppo di Brauer di R, come conseguenza del teorema di
Wedderburn, sappiamo che ci basta vedere quali sono le algebre di divisione
centrali su R. Sappiamo che una di queste e H, vogliamo adesso vedere che

non ce ne sono altre.

Teorema 1.4.17 (Frobenius). Se D é un’algebra di divisione centrale di
dimensione finita su R e D £ R, allora D ~ H.

Dimostrazione. Consideriamo un sottocampo massimale K di D. Essendo
K un’estensione finita di R, abbiamo solo due possibilita: K ~ R oppure

K ~ C. Nel primo caso, per 1.4.15, abbiamo
[D:R=[K:R?=1*=1

e quindi D ~ R. Ci mettiamo quindi nel secondo caso; sempre per 1.4.15
abbiamo
[D:R] = [K :R]* =2% =4.
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Ora, K & un sottocampo di D isomorfo ai numeri complessi, quindi avremo

K =R+ Ri con i2 = —1. 1l coniugio in K, dato da
bl + bi) = (a — bi),

¢ un automorfismo di K che fissa R, quindi per il teorema di Noether-Skolem

(1.4.2) esiste x € D tale che
d(a+bi) =27 a + bi)z,

da cui abbiamo ¢(i) = —i = ™'z per cui

v % = cioe 1 = x%i
e quindi z* € Cp(K) = K perche¢ K ¢ massimale (1.4.11).
Ora, pero, sappiamo che z € K e che 22 commuta con z; quindi dobbiamo
avere 2 € R. Osserviamo che non ¢ possibile che z? > 0, perché altrimenti
avremmo x € R, dal momento che le radici quadrate di numeri reali positivi
stanno ancora in R. Si ha quindi 22 = —a? per un qualche o € R; poniamo

allora j := Z e vediamo che

P="=-1 e ji=—i=——=—ij
(0 (6% «

Se definiamo k := ij abbiamo
k2 =ijij = —iijj = —(—1)(=1) = =1 eijk=k = —1.

I quattro elementi 1,4, j, k sono linearmente indipendenti su R; quindi, poiché

[D : R] = 4, generano tutto D, e con questo abbiamo concluso. ]
Corollario 1.4.18. Br(R) ~ Z/27Z.

Dimostrazione. Una classe [A] di algebre centrali semplici in Br(R) ha sem-
pre come rappresentante un algebra di divisione, quindi per il teorema ap-
pena dimostrato le uniche due possibilita sono [A] = [R] oppure [A] = [H].
Chiaramente [R] # [H], quindi Br(R) ¢ un gruppo con due elementi. O
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Il caso di R e un caso particolarmente semplice, ma per studiare dei grup-
pi di Brauer piti complicati ci servono altri risultati. In particolare vogliamo
collegarci alla teoria di Galois; ci serve quindi sapere se il campo si spezza-
mento di un algebra centrale semplice € un estensione di Galois del campo
di base.

Teorema 1.4.19. Se D ¢ un algebra di divisione algebrica sul suo centro F,

con D # F, allora esiste x € D\ F tale che x ¢ separabile su F.

Dimostrazione. Se D ha caratteristica 0 non c¢’e niente da provare perché ogni
elemento di D ¢ separabile su F. Consideriamo dunque D di caratteristica
p # 0. Se per assurdo la proposizione fosse falsa, D sarebbe puramente
inseparabile su I, cioe dato x € D, allora " e F per un qualche n(z) > 0.
Quindi esisterebbe a € D \ F' tale che a” € F.

Definiamo ¢ : D — D tramite

§(z) = za — ax.

Mostriamo per induzione che
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Per n = 1 e banalmente vero; supponiamolo vero per n, allora

0" (@) = 6(0"(x))

=0
n n n—1 n
_ n+1 —1)¢ Gy M=l —1)¢ b e 1 -1 n+1_n+l1
za"" + ;:1( ) (Z)a ra ;:0( ) (Z)a za" 4+ (=1)"a"

Quindi, visto che siamo in caratteristica p e p| (f) per 0 < i < p,
O (z) = xa’ — d’x

che ¢ nullo perché a? € F.

Dal momento che a ¢ F, § # 0; quindi se §(y) # 0, esiste k& > 1 tale che
68 (y) = 0, ma con 6*1(y) # 0. Poniamo z = §*~I(y); visto che k > 1,
abbiamo che z = §(w) = wa — aw, ed anche, essendo 6(x) = 0, za = ax.
Siamo in un anello di divisione, quindi possiamo scrivere x = au, con u che
commuta con a perché zx lo fa.

Allora au = wa — aw da cui

a = (wa—aw)u ' = (wu)a—a(wu™') = ca—ac (ponendo ¢ = wu ')

e quindi ¢ = 1 4 aca™".
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Sappiamo perd che esiste ¢ tale che ¢?' € F, il che ci da
& = (1 +aca ")
=1+ (aca™ )"
=1+aca!
=1+ aa"'
=1+
Cio e assurdo perche si avrebbe 0 = 1. O]

Teorema 1.4.20. Sia D un’algebra di divisione centrale su F', allora D ha

un sottocampo massimale che ¢ separabile su F.

Dimostrazione. Se D = F non c’e niente da dimostrare. Se D # F', per 1.4.19
sappiamo che esiste a € D\ F, separabile su F'. Quindi esistono sottocampi
separabili di D che contengono strettamente F'. Sia K un tale sottocampo e
richiediamo che sia massimale con questa proprieta; vogliamo mostrare che
K ¢ un sottocampo massimale di D, cioe, per 1.4.11, che Cp(K) = K.

Ora, poiché K ¢ commutativo, K C Cp(K); inoltre K & semplice e
di dimensione finita su F, quindi, per 1.4.7, K = Cp(Cp(K)). Quindi K
¢ il centro di Cp(K). Ma, se Cp(K) # K, per 1.4.19 avremmo un u €
Cp(K) \ K separabile su K; questo porterebbe ad avere K (u) separabile su
F' e strettamente piu grande di K, il che ne contraddice la massimalita. In

conclusione Cp(K) = K che ¢ quindi un sottocampo massimale di D. O

Corollario 1.4.21. Se A ¢ un’algebra semplice centrale su F, allora A ha
un campo di spezzamento separabile. Inoltre si puo anche richiedere che tale

campo di spezzamento sia normale su F', quindi sia un estensione di Galois
di F.

Dimostrazione. Per il teorema di Wedderburn (1.1.13), A ~ D ®p M, (F)

con D algebra di divisione centrale su F. Sia K un sottocampo massimale
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separabile di D; allora

A®p K ~ (D @p M,(F)) @p K
~ (D ®p K) @p M,(F)
~ My (F) ®p My(F)
~ M, (F).

Quindi K ¢ un campo di spezzamento separabile per A. Per concludere
prendiamo L un estensione normale finita di F' che contiene K (ad esempio
la chiusura normale di K); allora L & ancora un campo di spezzamento, in

quanto estensione di K, quindi ha tutte le caratteristiche richieste. O
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1.5 Norma e Traccia ridotta

Ricordiamo rapidamente la definizione e alcune proprieta delle appli-
cazioni norma e traccia; per i dettagli si puo vedere, ad esempio, [5] cap.VIII
§5.

Definizione 1.5.1. Se A un’algebra sul campo F', [A: F| = n, ogni a € A
definisce oy, € Endp(A) tramite

ar(z) = az.

11 polinomio caratteristico di a su F (che possiamo a volte indicare con
pol. car. 4, ), € il polinomio caratteristico di ar, in Endg(A).

Definiamo 'applicazione norma e traccia
Nyp:A—F e Trap:A—F

tramite

a +— det(ay) e a +— traccia di ay.
Per ogni o, B € A, k € F valgono le seguenti proprieta:

{ Tr(af) = Tr(Ba), Tr(a+ ) = Tr(a) + Tr(8), Tr(ka) =k Tr(a)
N(af) = N(@) N(§), N(ka) = k"N(a)

Proposizione 1.5.2. Alcune altre proprieta:

e Se K ¢ un’estensione di F', per ogni o € A si ha
pol. car. 4, v = pol. car. 4o i/ (@ @ 1).

e Se K ¢ un'estensione di F' e A é una K-algebra abbiamo che, per ogni

a € A,
Tra/p o= Tra/x(Trg/ra) e Na/pa=Nug(Ng/pa).

e Se K/F ¢ un’estensione di Galois si ha che, per ogni o € K

Trgpa = Z o(a) e Ni/pa= H o(a).

o€Gal(K/F) o€Gal(K/F)
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Definizione 1.5.3. Se K e un’estensione di F', possiamo definire la forma

traccia T : K x K — F tramite

T(Oé,ﬁ):TI'K/F<OKﬂ) Cl/,ﬂGK.
E’ una forma bilineare simmetrica e si ha il seguente risultato.

Teorema 1.5.4. Sia K/F un’estensione, sono equivalenti le sequenti affer-

mazioni:
1. K ¢ separabile su F;
2. la forma traccia da K x K in F é non degenere;
3. esiste un a € K tale che Trg pa =1;
4. Uapplicazione Try p : K — I e suriettiva.

Ora, sia A un’algebra centrale semplice sul campo F’; per 1.4.21 esiste
un’estensione K/F con K campo di spezzamento per A. Quindi esiste un

isomorfismo di K-algebre

h:A®p K~ M,(K) n*=[A:F]. (1.7)

1 & un K-automorfismo di

M, (K); quindi, per 1.4.2, esiste C' € M, (K), C invertibile, tale che

Se g e un altro tale isomorfismo, allora h o g~

h(u) = Cg(u)C™ 1, per ogni u € A®@p K.

Ne segue che le matrici h(u) e g(u) hanno lo stesso polinomio caratteris-
tico; cioe il polinomio caratteristico di h(u) non dipende dalla scelta del

K-isomorfismo h in (1.7), &€ quindi ben posta la seguente definizione.

Definizione 1.5.5. Sia a € A, il polinomio caratteristico ridotto di a su
F', che indicheremo con pery,p a, ¢ il polinomio caratteristico di h(a ® 1) €
M, (K).

Teorema 1.5.6. Per ognia € A, pery pa € F[X] e non dipende dalla scelta

del campo di spezzamento K usato per la definizione.
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Dimostrazione. Se L & un altro campo di spezzamento per A, possiamo
trovare un campo (2, che contiene F', nel quale esistono le F-immersioni
K — Qe L — Q. Per vedere che il polinomio caratteristico ridotto non
dipende dalla scelta del campo di spezzamento, ci basta quindi vedere che
pery p a € lo stesso, sia che lo definiamo usando K, sia usando (2. Abbiamo

un isomorfismo di 2-algebre
h®l:(ARr K)®K Q >~ M,(K) @k €,

dopo aver fatto le identificazioni canoniche, possiamo riscrivere questo iso-

morfismo come

W A®pQ o~ My(Q).

Possiamo vedere ogni elemento u € A®p K come un elemento di A® (2 ed in
tal caso h'(u) € esattamente la matrice h(u) vista come elemento di M, (€2).
Di conseguenza i polinomi caratteristici di h(u) e di A'(u) coincidono per
u € A®p K. In particolare questo vale quando v = a ® 1, quindi PCry/p @

non dipende dalla scelta del campo di spezzamento usato per definirlo.

Ora, per vedere che pcrypa € F [X], possiamo supporre che I’estensione
K/F che abbiamo usato per definire per sia un’estensione di Galois (vedi
1.4.21). Sia 0 € Gal(K/F), allora 1 ® 0 € Autp(A ®p K); definiamo poi
o* : M, (K) — M,(K) come 'automorfismo che manda ogni elemento b;;
della matrice in o(b;;); chiaramente o* € Autp(M,(K)). Sia h I'isomorfismo

che abbiamo usato in (1.7), definiamo allora
B i:=0c"cho(l®a)™,

abbiamo h' : A®pr K — M, (K) ed ¢ un isomorfismo tale che c*h = h/(1®0).
Quindi, per a € A

c*hla®1)=hN(1®o)(a®1)=h(a®1).
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Abbiamo allora, per la definizione di pery /P @,

pery/pa = pol.car. ' (a ® 1)
= pol.car.c*h(a ® 1)
= o(pol.car. h(a ® 1))

= U(PCTA/F a)

questo mostra che i coefficienti di pery,pa sono invarianti per ogni o €
Gal(K/F), quindi pery,pa € F[X]. O

Teorema 1.5.7. Se [A: F| =n?, allora
pol.car.4 pa = (pery, pa)” per ogni a € A.

Dimostrazione. Sia K O F un campo di spezzamento di A, cioe A ®p K =
M, (K). Abbiamo che

pol.car. 4 pa = pol. car. gg 5 g 4 @ 1 per ogni a € A.

Per 1.1.7 A®p K ~ I™, dove [ ¢ un ideale sinistro minimale di A ®p K;
in particolare, per 1.1.15 abbiamo [/ : K] = n, quindi m = n per ragioni di

dimensione. Allora
pol. car. o i/ a @1 = f(X)",

dove f(X) e il polinomio caratteristico della matrice che descrive la molti-
plicazione a sinistra per (e ® 1) su una base di I su K. D’altra parte, il
K-isomorfismo (1.7) puo essere ottenuto inviando ogni y € A ®p K sulla
matrice y;, che descrive la moltiplicazione a sinistra per y su una base di

su K, e quindi
pol. car. h(y) = pol. car. yy, per ogni y € A®p K.
Se prendiamo y = a ® 1 con a € A abbiamo allora
pery pa = pol.car. h(a ® 1) = pol. car.(a ® 1),

e quindi pol. car.4,r a = f(X)", come richiesto. ]
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Definizione 1.5.8. Se scriviamo
pery pa = X" —(trdap(a)) X" '+ +(=1)"nrda p(a), per ognia € A.

Chiamiamo trds/p(a) e nrda p(a) rispettivamente la traccia ridotta e la

norma ridotta di a su F.

Osservazione 1.5.9. Per 1.5.7 abbiamo che

Tra/p(a) = ntrda/p(a) e Na/r(a) = (nrda/p(a))”.

Osservazione 1.5.10. Usando la notazione della dimostrazione di 1.5.7,
I'applicazione a — (a ® 1), & un isomorfismo di K-algebre di A in Endg(I).
Dal momento che trd(a) e la traccia di (a® 1), e nrd(a) € il determinante

di (e ® 1)1, ne concludiamo che per ogni a,b € Aea € F
trd(ab) = trd(ba), trd(a + b) = trd(a) + trd(b), trd(aa) = atrd(a)

nrd(ab) = nrd(a) nrd(b) nrd(aa) = o" nrd(a).
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1.6 Prodotti Incrociati

Sia A un’algebra centrale semplice su F', per il teorema di Wedderburn
A=~ D ®p My(F) con D algebra di divisione centrale su F. Se [D : F| = n?
e K ¢ un sottocampo massimale separabile di D, allora [K : F] = n. Sia
L la chiusura normale di K e supponiamo che [L : K] = m. Poniamo
B = D ®p M,,(F), allora B ¢ centrale semplice su F' ed inoltre L C B
perche

B> K ®p My(F) ~ M, (K) > L

con l'inclusione di L in M,,(K) data dalla rappresentazione regolare su K.

Ora,
[B: F|=[D: F|[M,(F): F]=n’m?=([L: K|[K : F])> =[L: F]>.

Osservazione 1.6.1. Per quanto appena visto, per ogni A algebra centrale
semplice su F, esiste un’algebra B, con [B] = [A] in Br(F); tale che B
ha un sottocampo massimale L che e un estensione di Galois di F', con
[B: F]=[L:F].

Possiamo quindi, per studiare il gruppo di Brauer di un campo F', lim-
itarci a considerare algebre di questo tipo. Vedremo in quello che segue che

c’e un certo modo di costruire tali algebre.

Definizione 1.6.2. Sia K un campo e sia G un gruppo. Una funzione
f:Gx G — K*sidice un factor set su G in K se

flor,v)f(o, 1) = f(o,Tv)o(f(T,v)) per ogni o, 7, v € G.
Osservazione 1.6.3. Se poniamo o = 7 = 1 otteniamo che
f(1,v) = f(1,1) per ogni v € G
e, se poniamo 7 = v = 1, abbiamo

flo,1) =0o(f(1,1)) per ogni o0 € G.
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Definizione 1.6.4. Sia K/F un’estensione di Galois, sia G = Gal(K/F) e
sia f un factor set su GG in K. Definiamo formalmente un algebra prodotto
incrociato A = (K/F, f) con A = {> k,z, | k, € K}. L’uguaglianza e

ceG
I’addizione in A si fanno componente per componente e i simboli z, hanno

le seguenti proprieta:
(1) zok =o(k)z, per ogni k € K
(2) zox; = f(0,T)x,, perognio,Te€eQqG.

Proposizione 1.6.5. A = (K/F, f) come appena definita, ¢ una F-algebra;
inoltre [A : F| =n? dove n = |G].

Dimostrazione. Vediamo che A & uno spazio vettoriale su F' ed € un anello.

Supponiamo v,w € A, v =Y kex, e w = > l,z,, o € F, allora
ceG ceG

v+ w= Zkgxa —l—Zlaxg = Z(ko+lg)xa € A,

oeG ceG ceG

av =« (Z kga:g> = Z(akg)xg € A,

oceG

vw = (Z k:axa> (Z m;) = kowola,

ceG TeG o,7€G

- Z koo(l)xex, = Z keo(l;)f(o,T)x,r € A.

o,7€G o,7eEG

L’unita per la moltiplicazione ¢ f(1,1) " ay, infatti

f(1,1) (Z /{;ng> = Zf(l, D ko,

oeG ceG

= Zf(l, D) kyr2,

oceG

= ko f(1,1) 7 f(1,0)21,

oeG

= ko f(1L,1) 7 (1, D,

oceG

= Z koTy.
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Si vede facilmente che che f(1,1)"'z; ¢ un unita anche a destra e che la
moltiplicazione e distributiva. Per I’associativita, basta limitarsi a mostrare

che per ogni o, 7,v € G si ha
(o, )z, = T5(2r2,)

ma abbiamo

(xaxﬂ')-ru = f(07 7—)370-,-1'1,

= f(O', T)f(UT7 V)xm-u

poiché f e un factor set

Per quanto riguarda la dimensione, ¢ evidente che
[A: F]=[A: K|[K : F] = |G||G| = n®.
m

Ci interessa sapere quando due algebre tali sono isomorfe, in particolare

come dipendono dalla scelta del factor set.

Definizione 1.6.6. Due factor set f e g si dicono equivalenti se esiste una

funzione A\ : G — K* tale che
g(o,7) = a( M)A flo, T) Vo,med.

Osservazione 1.6.7. Questa e una relazione di equivalenza. Infatti pren-
dendo A = 1 abbiamo che f & equivalente a sé stesso; poi se g(o,7) =

o(Ar)AcAstf(0,7), allora prendendo p = 1 si ha

flo,7) = o(pr)tottzr 9(0, 7);
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infine da

g9(o,7) = oA )As A, f (o, 7)
e

f(o,7) = () po iy hlo, 7),
si ha

9(0,7) = 3(pr) popyr h(0,7),
con p = A\u.

Vogliamo ora vedere che questa relazione di equivalenza e proprio quella

di cui abbiamo bisogno.

Proposizione 1.6.8. Le algebre (K/F, f) e (K/F,g) sono isomorfe se e solo

se f e g sono equivalenti.

Dimostrazione. Supponiamo f e g siano equivalenti, allora
9(0,7) = Agr o (M)A f (0, 7).
Siano z, € A = (K/F, f) tali che A=} _. Kz, e che hanno le proprieta
roxr = flo,T)x,m e x.k=o0(k)z,.

Ora y, = A\, € A sono ancora tali che A =75 Ky, inoltre si ha

oeG
Yok = Mook = Moo (k)z, = 0(k) Moy = 0(k)Ys,

ed anche

YolUr = AoToAr s
= A0 (A )T,
= A0 (A7) [(0,T)Zor
= A0 (M) F(0, T)AS Yor
= 9(0,7)Yor-
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Abbiamo cosi visto che A si scrive anche come (K/F,g), quindi (K/F, f) ~
(K/F,g).

Viceversa, se A = (K/F, f) =Y coKr, e B=(K/F,g) =3 oKy,
sono isomorfe, allora possiamo trovare un isomorfismo v : A — B che fissa
K. Quindi, dal fatto che

V(ao)k = P(20k) = Y(o(k)zo) = o(k)i(zs)  per ognik € K,
e che possiamo sempre scrivere
¢(xa) = Z )\Ty7'7
TEG
ricaviamo

S rk)Ayr =D Nysk

TEG TEG
= (7,)k
= o(k)(zs)
=> o(k)Ay.

T€G

0="> (o(k) = 7(k))Ary-

TEG

da cui si deduce che A\, = 0 per ogni 7 # o, cioe ¥(x,) = As¥Ys-

Per finire,

flo,7)(07)

U(f(o, 7))
(xox,)
(o)th(x7)
Yo Arlr

i
< &

o0 (A)YoYr

GU()‘T)Q(Ua T)yar
00 (M) g(0, )AL Y (207 );

I
> > > >

quindi f e g sono equivalenti. O]
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Osservazione 1.6.9. Ogni factor set e equivalente ad uno normalizzato, cioe

con
flo,1)=f(l,o)=1€ K per ogni o € G.

Infatti sia g un factor set qualunque, sia t = g¢(1,1)7! e sia A\, = o(¢);

definiamo allora un factor set equivalente tramite

flo.m) = o(A)AsAsrg(0,7) = a(t)g(o, )
e questo verifica
f(Lo)=f(1,1) =tg(1,1) =1 e
flo,1) = o(t)g(o,1) = a(g(1,1) a(g(1,1)) = 1.
Quindi nello studio dei prodotti incrociati possiamo sempre assumere, senza

perdere di generalita, che tutti i factor set siano normalizzati e che x; sia

I’elemento neutro della moltiplicazione.

Teorema 1.6.10. (K/F, f) é un’algebra centrale semplice su F che ha K
come sottocampo massimale. Inoltre, data A una qualunque algebra centrale
semplice su F', esistono K ed f tali che, in Br(F), [A] = [(K/F, f)].

Dimostrazione. Per I'osservazione appena fatta, assumiamo f normalizzato e
identifichiamo F' con Fxq, allora F' & sicuramente nel centro di B = (K/F, f)

dal momento che per ogni a € F,
rea = 0(a)r, = ax,.

Inoltre K = Cp(K); infatti sia Cp(K) 2 b= > k,x,, allora
ocG
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da cui k, = 0 per ogni 0 # 1 e quindi b = kyx; € K, cioe Cp(K) C K.
L’inclusione K C Cpg(K) e ovvia, abbiamo quindi 'uguaglianza; questo ci
dice, per 1.4.11, che K e un sottocampo massimale. Sia ora y nel centro di
B; chiaramente y deve commutare con K, quindi y € Cg(K) = K. D’altra
parte gli elementi di K che commutano con tutti gli z, sono esattamente gli
elementi fissati da G, cioe F', quindi abbiamo che y € F. L’altra inclusione
I’avevamo gia vista, quindi F' e proprio il centro di B.

Per vedere che B ¢ semplice, osserviamo innanzitutto che ogni x, ¢ in-
vertibile; consideriamo allora un ideale U # 0 di B. Sia U > u # 0,
U =Y cckotos di lunghezza minima in U. Moltiplicando a destra per un

qualche z;! possiamo supporre k; # 0. Per ogni k € K, uk — ku € U, ma

uk —ku =Y (o(k) = k)kox, € U.
oceG
Dal momento che, per o =1, o(k) — k = 0, si ha che uk — ku & un elemento

di U di lunghezza minore di v. Quindi

0=uk —ku= Z(o(k) — k)k,x, per ogni k € K,
oeq
cioe k, = 0 per ¢ # 1. Dunque u = x1ky € U, con k; # 0, quindi u e
invertibile e U = B.

Vediamo ora di dimostrare 'ultima affermazione. Per 1.6.1, sappiamo
che per ogni A algebra centrale semplice su F' possiamo sempre trovare una
B, con [A] = [B] in Br(F), tale che B ha un sottocampo massimale K; con
K/F estensione di Galois, e con [B : F] = [K : F]?. Ora vediamo che una
tale algebra B puo essere scritta come prodotto incrociato.

Per ogni 0 € G = Gal(K/F), per il teorema di Noether-Skolem (1.4.2),

esiste x, € B tale che
o(k) = vokx," cioe xok =o(k)xr, perognik € K.
Inoltre osserviamo che se h = o(k), si ha

o(k) = x.kx,;t  cioe  x;th =o' (h)x; .
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Ora vogliamo vedere che {x,},cq sono linearmente indipendenti su K, lo
facciamo per induzione. Innanzitutto, se |G| > 2, abbiamo che per ogni
o,7T € G, 0 # T, x, e x; sono linearmente indipendenti.

Infatti, se cosi non fosse, avremmo z, = k,x,, con K 3 k, # 0 cioe
o(k)r, = z.k

= krxk

= k,7(k)x,

=7(k)k,x,

=r71(k)x, perognike€ K,
da cui la contraddizione perche o # 7. Ora, supponiamo per ipotesi induttiva
che ogni volta che abbiamo n elementi {z,;}1<i<, con o; # o; per i # j
questi siano linearmente indipendenti e che invece esistano n + 1 elementi

linearmente dipendenti {zy; }1<i<nt+1 cOn 0; # 0, per ¢ # j. Senza perdere di

generalita, scriviamo allora

n n
xa,n+1=E kity;  cioe 122 kitoi(Tont1)”

quindi per ogni k € K si ha

k (i kixoi('ro,n—i-l ) i k xm Ly n+1 1) k
=1
0

n

ki(oi(0, 1K) = k)Toi(Tonn) "

=1

I
M= 1

ki(oi(o, L (k)) — k)xs; per ognik € K
1

i
ma Jiaﬁl ¢ sempre diverso dall’identita; questa uguaglianza ci dice quin-
di che {z,;}1<i<n sono linearmente dipendenti, il che contraddice 'ipotesi
induttiva.

Abbiamo dimostrato che {x, },cq sono linearmente indipendenti su K, e
questo implica che la dimensione su F' del K-spazio generato dagli {z,},cc
¢ proprio |G|?, quindi & tutta B. Abbiamo allora B = { Y k,z, | k, € K}.

oceG
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Siano ora 0,7 € G, k € K allora

-1
oT

= 2,2.7 (o (k)

= o(7(r7 (07 (K))))Towr 2,7

-1
oT

o,k = vox, (o) ()2

= kx,x,x
Questo dice che f(o,7) := z,z,2,} € Cp(K) = K, cioe che
oy = f(0,7T)T0r con flo,7) € K*.

Per concludere la dimostrazione del teorema, basta dimostrare che f & un

factor set, ma poiche B ¢ un’algebra associativa, si ha

To(2r2,) = (To2r)Ty;

da cui
2o f(T,V)Tr, = f(0,T)T0rT,
o(f(r,v))xexr, = flo,7)f(oT,V)Ter,
o(f(r,v) flo,TV)xer, = f(o,7)f(0T, V)X 0r,
U(f(7—7 I/))f((f, TV) = f(O', T)f(UTa V)
Per cui f e proprio un factor set. n

Adesso vogliamo arrivare ad un risultato che lega piu strettamente i factor
set e le classi di equivalenza dei prodotti incrociati, innanzitutto osserviamo

che i factor set formano un gruppo.

Proposizione 1.6.11. Sia K un campo e sia G un gruppo. Se f,g : GXxG —

K* sono due factor set, definiamo in modo naturale il prodotto

(fg>(07 T) = f(O', T)g(a, T)'

L’insieme dei factor set, con il prodotto cosi definito, € un gruppo abeliano
che indichiamo con Z*(G, K*).
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Dimostrazione. Innanzitutto vediamo che fg ¢ ancora un factor set;

(f9)(or,v)(f9)(o,7) = floT,v)g(oT,v)f(0,T)g(0,T)
flo,mv)f(o,7)g(oT,v)g(o, )

( (f(r,v))g(o,Tv)o(g(T,v))
= (f9)(o, 7)o ((f9)(T,v)).

o, mv)o(f(T,

E’ evidente che il prodotto € commutativo; l’elemento neutro di questo

gruppo ¢ semplicemente il factor set 1 definito da
1(o,7) =1 perognio,Té€QG,
che & un factor set perché
Wor,v)l(o,7)=1-1=1-0(1) = 1(o,7v)o(1(T,V)).
Per concludere verifichiamo che, dato un factor set f, si ha che il suo inverso

f_l((T» 7—) = (f(07 7_))—1’

¢ ancora un factor set. In effetti

]

Osservazione 1.6.12. All'interno di Z%(G, K*), i factor set equivalenti ad
1, che sono detti principali, ne formano un sottogruppo, che indichiamo con
B*(G, K*).
In effetti 1 e equivalente a sé stesso, poi se f e g sono equivalenti ad 1 si
ha
flom) =0\ )AAs, e glo,T) = o) iobiy
da cui

(fg> ((77 T) = UO‘TUT))‘ONU(/\UTMJ,T)il = J(ﬁ‘r)pap;‘rla



58

1. Gruppo di Brauer

dove p = A\p; quindi fg e ancora equivalente ad 1.

Infine, se f € come sopra,

f_l(aa 7_) = (O-(AT)AO')_lAO'T = U(H’T)ﬂau;:>
con = A"t

Ora, ¢ evidente che due factor set f e g sono equivalenti se e solo se

fg~! € B*(G, K*).

Definizione 1.6.13. Definiamo il secondo gruppo di coomologia di G a

coefficienti in K*
HQ(G, K*) = ZQ(G,K*)/BQ(G, K™).

Per adesso limitiamoci ad osservare che, per 1.6.8 gli elementi di H?*(G, K*)

sono in corrispondenza biunivoca con le classi di isomorfismo di (K/F, f).

Proposizione 1.6.14. Sia K/F un estensione di Galois, [K : F] = n.
Allora
(K/F,1) ~ M,(F).

Dimostrazione. Chiamiamo A := (K/F, 1), allora [A : F] = n?, inoltre A ha

K come sottocampo ed esistono {z,},cc¢ C A tali che
Tok = o(k)x, e Loly = Loy

Facciamo agire a sinistra A su K in questo modo: se A 2 x = > k,z, e
oeqG
k € K, definiamo

Tk = keo(k).

ceG

Abbiamo che T, € Endp(K); infatti se k,h € K, a, 3 € F si ha

T.(ok + Bh) = keo(ak + Bh)

ceG

= 3" kolao(k) + Go(h)

ceG

=a) keo(k)+ 8 k.o(h)

oeG oeG

= a(T,k) + B(T,h).
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La mappa T : A — Endp(K) definita da x — T}, € un omomorfismo di anelli;

infatti siano v = Y . k,7, € Yy = > . Tohe; abbiamo

r+y= Z(kg + hy)2s

ceG

oeG

da cui

Toiyk =Y (ko + ho)o(k)

ceG

= keo(k)+ Y heo(k)
ceG ceG

= Tk + T,k

= (T, + T,)k.

Abbiamo poi T} = z1; quindi T1k = k. Infine

xy = (Z kU:cC,) (Z thT>
oeG TEG
= Z koxshrx,

o,7eG

= Z kyo(h;)x,z,

per cuil

Tok =Y keo(h,)o(r(k))

o,TeG

=> koo (Z h;(k))
celG TeG

=T, Tk.

Dal momento che A ¢ semplice, questo morfismo ¢ iniettivo; inoltre, siccome
A ¢ di dimensione n? su F, cosi come Endp(K), dev’essere anche suriettivo.

Quindi 7" & un isomorfismo. Per concludere

(K/F,1) ~ Endp(K) ~ M,(F).
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]

Lemma 1.6.15. Sia A algebra centrale semplice su F, e sia A > e # 0 un
idempotente, allora in Br(F') si ha [A] = [eAe].

Dimostrazione. Per il teorema di Wedderburn (1.1.13), abbiamo A = M, (D)

e [A] = [D]. Attraverso un cambio di basi, cio¢ un automorfismo interno di

I, 0
e =
0 0

dove I, & la matrice identita r x r. Quindi

eAe:<IrO)Mn(D)<Ir0>:(MT(D)0>7
0 0 0 0 0 0

da cui eAe ~ M, (D) e cosi [eAe] = [D] = [A]. O

A, possiamo assumere che

Ecco finalmente il risultato fondamentale che lega il prodotto dei factor

set con il prodotto nel gruppo di Brauer.

Teorema 1.6.16. Sia K estensione di Galois di F, G = Gal(K/F) e siano
f,9:Gx G — K* due factor set. Allora

[(K/F, DK/ F, 9)] = [(K/F, fg)]

Dimostrazione. Sia (K/F,f)=A= ) Kz, esia (K/F,g) =B = > Ky.;
dove x, e y, sono come al solito gli glee(r;nenti che inducono gli auto;rfgrﬁsmi
o, T € G tramite il coniugio e si moltiplicano secondo i factor set f e g.

Sia C' = A®p B; allora C' € un algebra centrale semplice su F'. Vogliamo
trovare un idempotente e € K ®p K C C, tale che eCe ~ (K/F, fg). Questo
provera il risultato, dato che, per il lemma appena visto, [C] = [eCe].

Per cominciare, osserviamo che la moltiplicazione in K ® p K ¢ commuta-

tiva. Dal momento che K & separabile su F', esiste a € K tale che K = F(a)
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e, se p(z) ¢ il polinomio minimo di a su F, degp(z) = n = [K : F]. Ora

definiamo
NLeayyla®l -1 v(a))

a [Leayla—v(a)®1

Notiamo che il denominatore & diverso da 0 perche a # v(a) per ogni v # 1

e il numeratore ¢ anch’esso diverso da 0 perche gli elementi {a” ® 1}o<,<pn—1

sono linearmente indipendenti su 1 ® K. Quindi K @ K 3 e # 0.

Ora osserviamo che

p(X)=X-a) [ (X -v(a)),

veG\{1}
quindi si ha, identificando a con 1 ® a,

(a@1l-1®a)]],ce\u(e®l—-10v(a))
[Leapyla—vi(a) @1
_ pla®1)
[Leayla—v(a) @1
=0.

(a®@1l)e—e(l®a) =

Per cui (1®a)e = (a® 1)e € K ®p K; vediamo per induzione che
(l1®a")e=(a"®1)e perognir > 1.

Supponiamo sia vero per (1 ® a’), con 1 < ¢ < r — 1; allora

n—1
Quindi, visto che possiamo scrivere K 3> z = ) z,a
r=0

", abbiamo, per ogni
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r e K,

n—1

(x®1)e= Zmr(a" ® 1)e

=(1®x)e
e, per la commutativita del prodotto, anche
ezel)=(z®1l)e=(1®x)e=¢(l® ). (1.8)

Da cui si ottiene

2 [Leayyla®l—1®v(a))
T T Theaple—v@) @1
- eaypyla®1l—v(a) ®1)
T Theapa—v@) @1
B enuec\u}(a —v(a) ®1

)®1

Bl HueG\{l}(a - v(a)

=€

che e quindi idempotente.
Ci resta da mostrare che eCe ~ (K/F, fg), abbiamo

eCe=e (Z Ka:a> QF (Z Ky7> e

oeG T€EG

= Z e(K® K)(x, ®y,)e

o,7€G

=Y AK@)(1®K)(w, @y e

o,7eG

— Z e(K@ 1)6(1®K>($g®yr)e

o,7eG

= Z e(K ® 1)ee(l ® K)ee(xz, ® y-)e.

o,7€G
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Ma, e(1 ® K)e = e(K ® 1)e per (1.8), inoltre e(K ® 1)e = K’ & un campo
isomorfo a K. Ci rimane da calcolare cos’e e(x, ® y,)e,
[Leapl@a®1 =10 v(a))

[Leapyla—v(a) @1 To @ r)e
[Leapylo(a) @1 —1®7(v(a)))
HueG\{l}(U( a) — (
[Leaylola) @1 —7(v(a)) ®1)
HueG\{l (o(a) —o(v
HVGG\{l}( o(a) —7(v(a
e (0(@) —ol(@)) @ 1°

Se o # 7, allora o(a) — 7(v(a)) quando v = 77 !0, quindi in tal caso si ha

e(r, ®yr)e =

= (75 ® yr)

= (xo ® yf)

= (xa ® yr)

e(z, ® yr)e = 0. Invece, quando o = 7, otteniamo

(o @ Yo)e = (T5 ® Yo)€;
con un ragionamento analogo si vede che e(z, @ y,)e = e(x, @ Yy ).
Siamo quindi arrivati a mostrare che

eCe = Z K'w,,

oeqG
dove K' =e(K®1l)e~ K e
We = e(xa ® yd>e = e(xa ® ya) = (330 ® ya)e'

Per concludere vediamo che i w, si comportano ’bene’.

Siae(k®@1)e € e(K ®1)e, o € G allora

wee(k ® l)e = e(z, ® ya)ez(k ®1e
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E poi

® yo)ee(Tr ® y-)e
Ty @ Yo )(Tr @ Yr)e

wew, = e(x,
(
e(ToTr ® Yoyr)e
(
(
(

(&

f(O' T):L‘O'T X g(O’ T)yar)
(1@ g(o,7)(f(0,7) @ DEor © Yor e
e(flo,7)g(o,7) ® 1)ewy,.

e

e

Quindi i w, inducono gli automorfismi ¢ tramite il coniugio e si moltiplicano
secondo il factor set fg.

In conclusione eCe ~ (K'/F, fg), il che prova il teorema. O

Questo teorema ci mostra che {(K/F,f) | f € Z*(G,K*)} ¢ un sot-
togruppo di Br(F), che indichiamo con Br(K/F'), quindi il teorema 1.6.16 ci
dice che

Br(K/F) ~ H*(Gal(K/F), K*).

Abbiamo anche notato che ogni classe di Br(F') si puo scrivere come (K/F, f)

per un certo K ed un certo f, abbiamo quindi che

Br(F)= |J  Br(K/F).

K/F di Galois

Ora, mettendo insieme queste due osservazioni con il risultato seguente,

otterremo un importante caratteristica del gruppo di Brauer di un campo.
Lemma 1.6.17. Sia G, un gruppo di ordine |G|; allora
H*(G, K" = {1}.

Dimostrazione. Sia f € Z*(G, K*), cio¢ un factor set, allora per ogni o; € G,
1 <4 < 3 abbiamo

floroa,03) f(01,02) = f(o1,0203)01(f(02,03)),
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cioe
f(o1,02) = f(0102,03) " f(01,0203)01(f (02, 03)).
Facciamo il prodotto su tutto GG, facendo variare o3 € G e otteniamo

flo1,02) = 1] flor,09)

o3eG

— H (f(o102,03) 7" f(o1,0203)01(f(02,03))) . (1.9)

o3eG

Ora, definiamo

)\02 = H f<02703)7

oc3eG

e osserviamo che se o3 varia su tutto G, altrettanto fa o’ := 0,03, quindi

H f(o1,0003) = H flo1,0") = Aot

o3eG o'eG

Allora (1.9) diventa
Flo1,02) = 2210000101 (Ag2)-

Quindi f(o1,0,)¢ € B*(G, K*).
Abbiamo mostrato che Z2(G, K*)I¢ ¢ B*(G, K*), cioe

H?*(G, K™ = {1},
0

Teorema 1.6.18. Sia F' un campo, allora Br(F') é un gruppo di torsione;

cioé ogni elemento di Br(F') ha ordine finito.

Dimostrazione. Come abbiamo notato prima, se [A] € Br(F'), allora esiste

un K tale che [A] € Br(K/F) = H*(Gal(K/F), K*), quindi

[A]|Gal(K/F)| -1
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Definizione 1.6.19. Se D ¢ un algebra di divisione centrale su F', allora
[D : F] = n?% definiamo indg(D) := n lindice di D su F. Se A & un’al-
gebra centrale semplice su F, allora A ~ M, (F) ®r D con D algebra di
divisione centrale su F'; definiamo quindi indg(A) := indg(D). Definiamo
infine expp(A) l'ordine di [A] in Br(F).

Teorema 1.6.20. Se A ¢ un’algebra centrale semplice su F', allora
expp(A)|indp(A).

Dimostrazione. In Br(F), [A] = [D] con D algebra di divisione centrale su

F. Se K; e un sottocampo massimale separabile di D, allora
[D: Ko)> =n? =indp(A)? = [D : F).

Sia K la chiusura normale di Ky e supponiamo che [K : K] = ¢. Come
abbiamo gia visto, D, := D @p M,(F) contiene K e D, = (K/F, f) per un
qualche factor set f. Ora, per 1.1.7 e 1.1.15 D, = EB?:OIj dove I; sono ideali
sinistri minimali, quindi hanno dimensione ¢ come spazi vettoriali sinistri su

D; I; sono anche spazi vettoriali su K. Dal momento che
1, : Klg =D, : K] = [K : F] = qn

abbiamo che [I; : K] =n = indp(A).

Siano z, € D, = (K/F, f) tali che z,k = o(k)z, per ogni k € K e
Tex; = f(0,7)T,r. Dal momento che I; ¢ un ideale sinistro, z,.I; C I,
quindi z, induce un endomorfismo 7, di I;. Se {uy,...,u,} ¢ una base di I;

su K, allora

TTUl' = Ztij‘ru]’ con tijT € K,
J

dove T = (t;;r) € M, (K). Ora

TO-TTUZ' = Ta- (Z tijr”j) = Z O'(tijT)To-u]'.
J J
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Dal momento che 1,7, = f(o,7)T,, abbiamo che f(o,7)T,, = o(T,)T,. Sia
Ao 1= detT,; allora f(o,7)"A\sr = 0(Ar)As, quindi f(o,7)" € un factor set

principale. In conclusione
(AP = [(K/F )" = [(K/F, fM)] = [F]  in Br(F)
quindi l'ordine di [A] in Br(F) divide indp(A). O

Enunciamo ora un risultato che ci servira in seguito, ma senza dimostrar-

lo. Una dimostrazione si puo trovare in [6], cap.7 §29.

Teorema 1.6.21. Siano ' C K C L campi, con K/F e L/F estensioni di
Galois; siano G = Gal(L/F), H = Gal(L/K) e G = G/H = Gal(L/K). Sia
f:GxG — K* un factor set, definiamo un factor set g: G x G — K* C L*
tramite

glo.7) = f(@,7) oT€C

dove @ e T sono le immagini di o e tau in G. Allora si ha

(K/F, )l =[(L/F.g)]  in Br(F).
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1.7 Algebre Cicliche

Definizione 1.7.1. Sia K un estensione di Galois del campo F'; diciamo che

K/F ¢ ciclica se Gal(K/F) ¢ un gruppo ciclico.

Definizione 1.7.2. Sia K/F un estensione ciclica, con Gal(K/F) = (o)

di ordine n; sia a € F *. Definiamo formalmente un’algebra ciclica A =
(K/F,0,a)con A = {Z kiu'|k; € K} analogamente a come abbiamo definito

i prodotti incrociati. Il smlbolo u ha le seguenti proprieta:
1. uk = o(k)u per ogni k € K
2. u" =a.

In questa definizione identifichiamo u° con ’elemento unita di A.
Possiamo facilmente vedere che A ¢ un prodotto incrociato: se prendiamo
T, = u' abbiamo A ~ (K/F, f) dove il factor set f ¢ dato da

o 1 seid+j3<n
flo', o) = .
a sei+j32>n 0<3,7<n—-1

E’ vero anche il viceversa.

Proposizione 1.7.3. Sia K/F un’estensione ciclica con Gal(K/F) = (o),
di ordine n. Sia A = (K/F, f) un prodotto incrociato dove f é un factor set

normalizzato. Allora

(K/F,f)~ (K/F,o0,a) dove a:Hf(ai,a) e F*.

n—1
Dimostrazione. Scriviamo A = Y Kz, con
i=0

Toik = 0" (k)i € T, = f(0",0)) 2015 per0<id,j<n-—1

Abbiamo allora

1 = 1,0, = f(0,0)T42, 13 = (f(0,0)2,2)1, = f(0,0)f(07%, 0)1,s,
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fino a

T = aT,n = a.

n—1
Abbiamo allora A = Y Kz! con

=0

rok=0(k)z, e x)=a,
ma dal momento che 2} sta nel centro di A, abbiamo appunto a € F*. [

Teorema 1.7.4. Sia K/F un’estensione ciclica, con Gal(K/F) = (o) di

ordine n; siano a,b € F*. Allora
1. (K/F,0,a) ~ (K/F,0°,a°) per ogni s € Z tale che (s,n) = 1.
2. (K/F,0,1) ~ M,(F).
3. (K/F,0,a) ~ (K/F,0,b) se e solo se b= (Ng/pc)a con cc K*.

4. (K/F,0,a)|][(K/F,o0,b)] = [(K/F,0o,ab)] in Br(F).

n—1
Dimostrazione. Per dimostrare (1), scriviamo A = (K/F,0,a) = Y. Ku' con
i=0
uk = o(k)u, per ogni k € K, e u" = a. Se (s,n) = 1 allora Gal(K/F) = (¢°)

e possiamo scrivere
A= E Kuw', con w=u’.

Per concludere, osserviamo che

wk =u’k =0c’(v)u’ =c’(v)w e wW"=u"=ad’

L’affermazione (2) ¢ un caso particolare di 1.6.14; vediamo allora (3).

Innanzitutto, se ¢ € K*, abbiamo
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n n—1

e (cu)k = co(k)u = o(k)cu, (cu)” = cucu---cu = (c)co(c)---u"c" ' =

Ng/pca. Quindi A ~ (K/F,0,(Ng/pc)a). Viceversa, sia ora
= (K/F,0,b) = ZKU

con vk = o(k)v e v™ = b e supponiamo A ~ B. Sia ¢ : B — A un F-
isomorfismo, allora, per lo stesso ragionamento nella dimostrazione di 1.6.8 (a
cui possiamo ricondurci vedendo A e B come prodotti incrociati), dobbiamo

avere 1(v) = cu con ¢ € K*. Quindi

= Ng/r ca.

Infine, per dimostrare (4), basta usare 1.6.16 osservando che se vediamo
A = (K/F,0,a) e B= (K/F,o0,b) come prodotti incrociati abbiamo A =
(K/F.f) e B = (K/F,g) con

o 1 seir+73<n o 1 set+7<n
f(0',07) = T gehel) = =
a sei+j>n b sei+j>n
e quindi
o 1 set+j<n
fg(a—zﬁo—j): )
ab sei+j3>n, 0<1,7<n—1
da cui (K/F, fg) = (K/F,o,ab). O

Teorema 1.7.5. Siano FF C K C L campi, con K/F e L/F estensioni
di Galois, dove G = Gal(L/F) = (o) é ciclico di ordine t. Siano H =
Gal(L/K), G = G/H = Gal(L/K) = (7), dove & ¢ limmagine di o in G.
Allora, per ogni a € F*,

(K/F.,7,a)] = [(L/F,0,a" k)] in Br(F).
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Dimostrazione. Sia A = (K/F,7,a) = (K/F, f) dove

o 1 sei+7<n
@) = ’

0« seit+j>n, 0<ij<n—1
dove n = [K : F]. In Br(F') abbiamo [A] = [(L/F, g)] con g definito in 1.6.21,
ma per 1.7.3, si ha
t—1
(L/F,g) ~ (L/F,a,b)  conb=]]glo?,0).
=0
Ora, se s :=[L: K],sihat=[L:F]=I[L:K|K : F| = sn; inoltre per
0 <j <t—1 abbiamo

. . a sej=n—12n—-1,...,sn—1;
g(o’,0) = f(o’,0) =
1 altrimenti.

In conclusione b = a®. O]
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2. Campi Locali

2.1 Anelli di valutazione discreta e domini di

Dedekind

Definizione 2.1.1. Un anello A ¢ detto anello di valutazione discreta se € un
dominio a ideali principali che possiede uno ed un solo ideale primo P # 0.

Il campo quoziente A/P si chiama campo dei residui di A.

Gli elementi invertibili di A sono gli elementi di A\ P. In un PID gli
ideali primi non nulli sono della forma 7 A con 7 elemento irriducibile, quindi
la definizione precedente equivale a dire che A possiede un solo elemento
irriducibile a meno di moltiplicazione per un invertibile. Gli ideali non nulli
di A sono della forma P" = 7" A, dove 7 & un irriducibile; se 0 # = € A,

possiamo scrivere

r=r"u conn € Nue A" (2.1)

questo n ¢ detto la valutazione di x e si indica con v(x); non dipende dalla
scelta di . Come convenzione si pone v(0) = +o0.

Sia F' il campo dei quozienti di A; se x = § € F™, si puo ancora scrivere
r="7"u pero con n € Z,u € F”* (2.2)

e porre v(z) = n. Si vede chiaramente che A & determinato da v, infatti
A={z € Flu(x) >0} e P={z € Flv(z) > 0}.

Definizione 2.1.2. Sia F' un campo; un applicazione v : F* — Z e detta

una valutazione discreta se v € un omomorfismo suriettivo e vale
v(x +y) > min(v(x), v(y)) per ogni z,y € F*. (2.3)

Osservazione 2.1.3. Se F ¢ il campo dei quozienti di un anello di valu-
tazione discreta, allora v, come 1’abbiamo definita in (2.2), & una valutazione

discreta.

Vale anche il viceversa.
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Proposizione 2.1.4. Sia F' un campo e sia v : F* — Z una valutazione
discreta. Allora A = {x € F|v(z) > 0} & un anello di valutazione discreta,
e v ¢ la valutazione definita in (2.1). A wvolte ci riferiremo ad A come l’anello
div.

Dimostrazione. Innanzitutto A € un gruppo additivo per la proprieta (2.3).
Abbiamo poi che 1 € A, perché v(1) = 0; inoltre A & chiuso rispetto alla

moltiplicazione perché se v(x),v(y) > 0, allora
v(zy) = v(z) +v(y) > 0.

Visto che v(z™!) = —wv(x), gli elementi invertibili di A sono tutti e soli gli
x € A con v(x) = 0. Ora scegliamo un 7w € A tale che v(mw) = 1; per ogni

x € A, se v(x) = n abbiamo
v(ier™") =v(x) —v(r") =n—nv(r) =0

da cui x = n"u con w invertibile. Quindi abbiamo visto che ogni ideale non
nullo di A ¢ della forma 7" A, con n > 0, e questo fa si che A sia un anello di

valutazione discreta. O

Definizione 2.1.5. Un anello A ¢ detto locale se possiede un solo ideale

massimale.

Proposizione 2.1.6. Sia A un dominio d’integrita. Allora A é un anello di
valutazione discreta se e solo se A ¢ un anello locale noetheriano, tale che il

suo ideale massimale sia generato da un elemento non nilpotente.

Dimostrazione. E’ chiaro che un anello di valutazione discreta verifica le
suddette proprieta. Viceversa, supponiamo che A verifichi queste proprieta
e sia m un generatore dell’ideale massimale M.

Vogliamo ora dimostrare che (| M™ = 0; siay € (| M™, allora per ogni
n>0 n>0
n > 0 possiamo scrivere y = 7"z, quindi per ogni n si ha
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da cui

LTy = TLnp41

Ora, la successione di ideali Az,, ¢ crescente; quindi, poiché A € noetheriano,
per un N abbastanza grande abbiamo Axy = Axyiq, per cui xy 1 = txy.

Ma sappiamo gia che zy = mx 41, dunque si ottiene

TNt1 =IMTN 41
(1 — t7T)$N+1 =0
Ma 1—tm & M, quindi & invertibile; allora 1, = 0, da cui y = 7V+!

0.

ITN+1 =

Abbiamo allora dimostrato che (| M™ = 0. Per ipotesi nessuno dei M™
n>0
¢ nullo; se A 5 z # 0 allora si puo scrivere z = 7"u con u ¢ M cioe u

invertibile, in conclusione A ¢ un anello di valutazione discreta. O

Definizione 2.1.7. Siano A e B due anelli, A C B; allora b € B ¢ detto
intero su A se esiste un polinomio monico f(X) € A[X], tale che f(b) = 0.
La chiusura integrale di A in B e 'insieme degli elementi di B interi su A.
Si dice che A e integralmente chiuso in B se A coincide con la sua chiusura
integrale in B.
Diciamo infine che A ¢ integralmente chiuso, se € un dominio di integrita

ed ¢ integralmente chiuso nel suo campo dei quozienti.

Lemma 2.1.8. Sia A un anello di valutazione discreta con valutazione v,
sia P il suo tdeale primo, F il suo campo dei quozienti e siano x; € I,

i=1,...,n. Supponiamo v(z;) > v(xq) per i > 2, allora
v(ry + 22+ - 4 xy) = v(1).

Dimostrazione. Eventualmente dividendo per xy, possiamo supporre x; = 1,
da cuiv(z;) > 1peri > 2; cioe z; € P. Visto che z; & P, anche z1+- - -+, ¢

P; quindi v(x1 + - -+ + x,) < 0, ma, per le proprieta della valutazione,
v(zy + -+ 2,) > min{o(xy),...,0(z,)} =v(r1) =0

che conclude la dimostrazione. O
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Proposizione 2.1.9. Sia A un dominio di integrita noetheriano. Allora
A ¢ un anello di valutazione discreta se e solo se verifica le due condizioni

sequenti:
(1) A é integralmente chiuso,
(ii) A possiede un ideale primo non nullo ed uno solo.

Dimostrazione. Chiaramente un anello di valutazione discreta verifica (i7);
mostriamo che verifica (7). Sia F' il campo dei quozienti di A, supponiamo
per assurdo che esista x € F'\ A, z intero su A, allora v(z) = —m con m > 0
e x verifica

2"+ ap 2"+ -+ aix+ag = 0.

Ma v(z") = —nm, mentre
v(aiz’) > —(n — 1)m > —nm 0<i<n-—1,
quindi per il lemma precedente
(" + ap 2"+ ar +ag) = v(a") = —nm

per cui

2"+ Q12" 4 ar +ag £ 0

che contraddice l'ipotesi.

Ora vogliamo vedere I'altra implicazione; la condizione (ii) mostra che A
¢ un anello locale di cui 'ideale massimale M ¢ diverso da 0.

Sia M’ = {x € FlzM C A}; allora M’ ¢ un sotto-A-modulo di F' che
contiene A, inoltre se M > y # 0, si ha chiaramente M’ C y~A. Visto che A
¢ noetheriano, questo implica che M’ & un A-modulo finitamente generato.
Per la definizione di M’, abbiamo MM’ C A; d’altra parte, poiché A C M’,
abbiamo M C M’'. MM’ ¢ perd un ideale, quindi o MM’ = M oppure
MM = A.

Vogliamo ora mostrare che MM’ = M & impossibile; supponiamo per

assurdo cio che sia vero, proveremo innanzitutto che (i) implica M’ = A
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e poi che (i7) implica M" # A giungendo cosi ad una contraddizione. Sia
x € M’; abbiamo allora xtM C M e poi, iterando, "M C M per ogni n; cioe
™ € M'. Sia C, il sotto-A-modulo di K generato da {1, z,...,z"}; abbiamo
C, C C,y1 C M’ per ogni n, ma poiché A & noetheriano avremo Cy_; = Cy

per un N abbastanza grande, cioe xny € Cy_1. Possiamo allora scrivere

1

TN =ag+ a1 x + -+ ap_1x" a; € A.

Dunque z ¢ intero su A; per la condizione (i) questo significa che x € A,
quindi M’ = A.

Ora mostriamo che la condizione (i7) impica M’ # A per cui l'ipotesi
MM’ = M ¢ falsa. Sia 0 # 2 € M e definiamo A, := {% € Fly € A,n > 0};
per la condizione (i7), dev’essere A, = F'. Infatti, se cosi non fosse, A, non
sarebbe un campo, quindi conterrebbe un ideale massimale non nullo P; ma
x & P perché z e invertibile in A,, quindi P N A # M. D’altra parte, se
0# % € P,sihay € PNA, per cui PN A # 0; infine, poiché P & primo,
anche PN A lo ¢, il che contraddice (i7). Abbiamo allora A, = F.

SiaABz#O,%EF:AI, quindi

Y

xTL

3 W=

" =yz € zZA.

Ogni elemento di M ha quindi una potenza che appartiene a zA; siano
Z1,...,7T, generatori di M e sia n abbastanza grande perché z' € zA per
1 <i < k. Scegliendo N > k(n — 1), tutti i monomi nelle variabili z; con-
tengono almeno un fattore x?, quindi stanno in zA; ma, visto che l'ideale
M? & proprio generato da tali monomi, si ha M C zA. Se ora supponiamo
2z € M, abbiamo MY C zA C M, ne concludiamo che esiste un N > 1
minimale tale che MY C zA; scegliamo dunque y € MY~! (M° = A nel
caso), y ¢ zA. Siha allora che My C zA, dacui £ € M'\ A, quindi M’ # A.

Tutto questo ragionamento ci ha portato a dire che MM’ # M, quindi ci
rimane come sola possibilita MM’ = A. Mostriamo che cio implica che M

¢ principale e quindi che A ¢ un anello di valutazione discreta. MM’ = A
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significa che esistono x; € M, y; € M’ tali che ) . x;y; = 1; abbiamo z;y, € A
per ogni ¢, ce ne sara almeno uno, diciamo zgyy ¢ M; quindi zgyy = u
¢ invertibile. Dunque zou™' € M e zou~'yy = 1. Sia ora un qualunque
2z € M, abbiamo allora z = zou 'ypz con 19z € A poiché yo € M’, quindi

2 € zou ' A; in conclusione M = xyu~!A & principale. ]

Definizione 2.1.10. Un ideale frazionario di un anello A, € un sotto-A-

modulo finitamente generato del campo dei quozienti di A.

L’insieme M’, che abbiamo usato in quest’ultima dimostrazione, ¢ un

esempio di ideale frazionario di A.

Osservazione 2.1.11. La costruzione di M’ che abbiamo fatto non dipende
dalle ipotesi su M e su A; in effetti, per ogni ideale I # 0 di un dominio
di integrita A che ha F' come campo dei quozienti, possiamo definire [’ =
{zr € K|zl C A}. Se A & noetheriano, I & un ideale frazionario. Se Il' = A
diciamo che I & invertibile; I'ultima parte della dimostrazione che abbiamo

fatto mostra che, in un anello locale, ogni ideale invertibile & principale.

2.1.1 Domini di Dedekind

Sia A un dominio di integrita, e F' il suo campo dei quozienti; sia poi
S C Atale che 1 € S e tale che se x,y € S allora zy € S (S € un cosiddetto
sottoinsieme moltiplicativo di A). Supponiamo inoltre che 0 ¢ S, allora
definiamo l'anello S™'A := {£ € K|z € A, s € S}. L’applicazione P — PNA
¢ una biiezione dall’insieme degli ideali primi di S™!A sull’insieme degli ideali
primi di A disgiunti da S.

Un esempio tipico e scegliere S = A\ P dove P ¢ un ideale primo di A, in
questo caso indichiamo S™'A con Ap. Questo & un anello locale il cui ideale
massimale ¢ PAp e il cui campo dei residui ¢ il campo dei quozienti di A/P;
gli ideali primi di Ap corrispondono agli ideali primi di A contenuti in P. Si

dice che Ap ¢ la localizzazione di A in P.

Proposizione 2.1.12. Sia A un dominio di integrita noetheriano, allora

sono equivalenti le due sequenti proprieta:
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(i) Per ogni ideale primo P # 0 di A, Ap ¢ un anello di valutazione

discreta;

(i1) A é integralmente chiuso e ogni ideale primo P # 0 di A € massimale.

Dimostrazione. Mostriamo che (i) implica (ii). Se P C P’ sono due ideali
primi di A; allora Ap: contiene l'ideale primo PAp: quindi, per 2.1.9 (i), si
ha P = 0 oppure P = P’; ¢ quindi vero che ogni ideale primo ¢ massimale.
D’altra parte, se a e intero su A, e intero anche su Ap per ogni P primo;
quindi, per 2.1.9 (i), si ha a € Ap per ogni P. Ora, se scriviamo a =
con b,c € Aec#0 esedefiniamo [ := {x € Alzc € bA}; I'ideale I non &

contenuto in nessun ideale primo P, da cui [ = A ed a € A.

ol

Vediamo ora 'implicazione inversa; chiaramente gli Ap verificano la con-
dizione di 2.1.9 (i7), ci basta dunque mostrare che sono integralmente chiusi.

Sia x € F', intero su Ap; allora

o a
Tty 20 cona; € A,;s; € A\ P
Sp—1 S0

"+
ponendo s = §,_1S,_2 - - - Sg € moltiplicando, si ha

ST+ by 2" P by =0 conb, € A,se€ A\ P
moltiplicando poi per s"~! abbiamo

(52)" + b1 (s2)" 4o+ 5"y = 0
che dice che sz ¢ intero su A, quindi sx € A, cioe x € Ap. n

Osservazione 2.1.13. In realta abbiamo dimostrato che se A & un sottoanel-
lo di un campo F' e S & un sottoinsieme moltiplicativodi Acon 0 ¢ S, z € F

N . p— N ! .
¢ intero su S'A se e solo se ¢ della forma % con a' interosu AeséeS.

Definizione 2.1.14. Un dominio di integrita noetheriano che possiede le

due proprieta equivalenti di 2.1.12 si dice un dominio di Dedekind.

Vediamo ora rapidamente alcune proprieta dei Domini di Dedekind, le

dimostrazioni si possono trovare in [7], cap. I §3.
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Proposizione 2.1.15. Sia A dominio di Dedekind e sia A > x # 0, allora

esistono solo un numero finito di ideali primi di A che contengono x.

Osservazione 2.1.16. Se indichiamo con vp la valutazione su K definita
da Ap, per ogni x € K* i numeri vp(z) sono tutti nulli a parte un numero
finito.

Proposizione 2.1.17. Ogni ideale frazionario I di un dominio di Dedekind

A si scrive in modo unico come

I=]]p»"
I

dove i P sono ideali primi di A e vp(I) sono degli interi tutti nulli tranne

un numero finito di essi.

Osservazione 2.1.18. Come conseguenza di questa proposizione, si hanno

le formule seguenti:
o vp(1J) = vp(I) +vp(J),
o vp(IJ7Y) = vp(I) —vp(J),
o vp(I + J) = min{vp(I),vp(J)},
o vp(zA) = vp(z).

Lemma 2.1.19 (di Approssimazione). Sia k € N, e siano P;, 1 < i < k
ideali primi del dominio di Dedekind A, distinti a due a due. Sia K il campo
dei quozienti di A e siano x; € K, n; € Z per 1 < i < k. Allora esiste x € K
tale che:

vpi(r —x;) > n;  per 1 <i <k,

vo(z) >0 per Q # Pi, ..., F.
Corollario 2.1.20. Un dominio di Dedekind che ha solo un numero finito
di ideali primi € un dominio a ideali principali.
Proposizione 2.1.21. Sia A un dominio di Dedekind; sia I un ideale di A

e sia J un ideale frazionario di A. Allora esiste un isomorfismo di A-moduli

AJT~ J/IJ.
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2.2 Estensioni del campo dei quozienti

In tutto cio che segue, supponiamo che A sia un anello noetheriano e
integralmente chiuso, con campo dei quozienti F'. Supponiamo inoltre che K
sia un estensione finita di F' e indichiamo con B la chiusura integrale di A
in K; allora per l'osservazione 2.1.13 si ha F'B = K e, in particolare, K ¢ il

campo dei quozienti di B.

Osservazione 2.2.1. Se B ¢ un A-modulo finitamente generato, allora B e

un anello noetheriano integralmente chiuso.

Proposizione 2.2.2. Se K/F ¢é un estensione separabile, allora B ¢é un

A-modulo finitamente generato.

Dimostrazione. Sappiamo che Trg/p(2y) ¢ una forma F-bilineare simmet-
rica, non degenerata su K. Se z € B, i coniugati di z rispetto a F' (in

un’estensione adeguata di K') sono ancora interi su A, infatti
"t a, 2" 4 ay=0
implica

o(x)" + o(an_1)o(x)" ' + -+ 0o(ag) =0
o(z)" + ap_10(x)" 4+ +ag = 0.

quindi sara intero anche Trg,p(x), visto che ¢ la loro somma. Dunque, dal
momento che Trg/p(x) € F', abbiamo Tr(x) € A.
Sia allora {e;} una base di K su F', cone; € BesiaV = @, e;A. Per ogni
M sotto-A-modulo di K, sia M* = {z € K|Tr(zy) € A per ogni y € M}, si
ha chiaramente
VvcBCocB CcVr,

Dal momento che V* ¢ il modulo libero generato dalla base duale di e; rispetto

alla forma bilineare Tr(zy), se ne conclude che B ¢ finitamente generato, e
[B: Al =[K:F]. O
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Lemma 2.2.3. Siano ora P C Q due ideali primi di B tali che PNA = QNA,
allora P = Q.

Dimostrazione. A meno di quozientare per P, possiamo supporre P = (. Se
Q # P, esiste un elemento () > = # 0. Sia allora

"t a, 2" 4 ay =0 a;, € A

I’equazione minimale di x su A. Abbiamo ag # 0 e a9 € B, quindi ay €
QNA=PnNA=0il che ¢ assurdo. H

Proposizione 2.2.4. Se B ¢ un A-modulo finitamente generato e A é un

dominio di Dedekind; allora B é un domino di Dedekind.

Dimostrazione. Per 2.2.1, B ¢ noetheriano e integralmente chiuso. Per 2.1.12
ci resta da dimostrare che i suoi ideali primi sono massimali; siano P, C P
due ideali primi di B, allora PyNA C P,N A sono due ideali primi di A. Dal
momento che A & noetheriano, abbiamo quindi due possibilita: o PLNA =0,
oppure PN A= P,N A. Per il lemma appena visto, abbiamo quindi P, =0
oppure P, = Ps. O

D’ora in avanti supponiamo che B sia un A-modulo finitamente generato,

e che B sia quindi un dominio di Dedekind.

Definizione 2.2.5. Sia () # 0 un ideale primo di B e sia P = QN A. Diciamo

allora che @ divide P e lo noteremo con Q|P.
Questo equivale a dire che PB C Q.

Definizione 2.2.6. Se Q|P, definiamo eg I'esponente di ) nella decompo-

sizione in ideali primi di PB, cioe

cq=v9(PB) e  PB=]]Q<
QP

L’intero eg si chiama l'indice di ramificazione di @ nell’estensione K/F.



84

2. Campi Locali

D’altra parte, se @) divide P, il campo B/@) ¢ un’estensione del campo
A/ P; dal momento che B ¢ finitamente generato su A, B/@ & un’estensione
finita di A/P.

Definizione 2.2.7. Definiamo fg := [B/Q : A/P], fg viene chiamato il
grado residuo di @) nell’estensione K/F.

Definizione 2.2.8. Quando c’¢ un solo ideale primo @) che divide P, e fo =
1, si dice che K/F & totalmente ramificata in P.

Quando eg = 1 e B/ ¢ un’estensione separabile di A/ P, si dice che K/F
e non ramificata in (). Se K/F & non ramificata per ogni @) ideale primo che
divide P, si dice che K/F' & non ramificata in P.

Proposizione 2.2.9. Sia P # 0 un ideale primo di A. L’anello B/PB ¢é una

A/ P-algebra di dimensione n = [K : F|, isomorfa al prodotto [] B/Q?. Si
QP
ha la formula

n=3y cafq

QP

Dimostrazione. Sia S = A\ P, esia A’ = Ap = S~ A; sia inoltre B’ = S~!B.
L’anello A’ & un anello di valutazione discreta e B’ & la sua chiusura integrale
in K, per 2.1.13. Si ha A’/PA’ = A/P e si vede facilmente che B’/PB’ =
B/PB. Dal momento che A’ & principale e B ¢ un A-modulo finitamente
generato, B’ ¢ un A’-modulo libero di rango n = [K : F| e B'/PB’ ¢ libero
di rango n su A’/PA’. Si vede dunque che B/PB ¢ una A/P-algebra di
dimensione n.

Visto che PB = NQ*°?, 'applicazione canonica
B/PB — [[ B/Q
Qlr
e iniettiva e, per il lemma di approssimazione (2.1.19), & anche suriettiva;

quindi e un isomorfismo. Confrontando le dimensioni, si vede che

n= Z ng dove definiamo ng == [B/Q@ : A/P].
QP
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Per concludere la dimostrazione, consideriamo la catena discendente di
A/ P-moduli
B/Q® D Q/Q* DD QT/Q D0

si ha che, per ogni i =0,...,eq9 — 1;

(Q/Q°)/(Q"/Q) ~Q'/Q"" ~ B/Q (per 2.1.21),

quindi
ng = D_[(Q/Q)/(Q7 Q) : A/P] = eqB/Q : A/P] = eqfo.

2.2.1 Estensioni nel caso locale

In quello che segue, sia A un anello di valutazione discreta, con ideale
primo P e sia F := A/P il suo campo dei residui. Siapoi N> n > lesia f €
A[X] un polinomio monico di grado n. Indichiamo con ( f) 'ideale principale
generato da f e definiamo By := A[X]/(f). Abbiamo che By ¢ una A-algebra
che ha come base {1, X, ..., X""1}. Poniamo B; = B;/PB; = A[X]/(P, f).
Se indichiamo con f I'immagine di f in F[X] tramite la riduzione modulo P

si ha dunque
By =F[X]/(f).

Supponiamo inoltre che f sia irriducibile.

Proposizione 2.2.10. By ¢ un anello di valutazione discreta d’ideale mas-
simale PBy e con campo dei residui F[X]/(f).

Dimostrazione. Se f & irriducibile, B;/PB; = By = F[X]/(f) & un campo,
quindi PBy ¢ un ideale massimale di By. Vogliamo vedere che ogni ideale
massimale M di By ¢ uguale a PBy; per fare cio basta mostrare che PBy C
M. Se cosi non fosse, avremmo M + PB; = By e, visto che By ¢ un A-

modulo finitamente generato, per il lemma di Nakayama (vedi [5], cap. IX
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§1) avremmo M = By che € assurdo. Quindi B € un anello locale, di ideale
massimale PB; e con campo dei residui F[X]/(f); inoltre se m genera P,
I'immagine di 7 in By genera PB; e non ¢ un elemento nilpotente, quindi

per 2.1.6 € un anello di valutazione discreta. O

Corollario 2.2.11. Sia F' ¢ il campo dei quozienti di A. Allora il polinomio
[ & arriducibile in F[X]; inoltre se K é il campo F[X|/(f), l'anello By € la

chiusura integrale di A in K.

Dimostrazione. Abbiamo che F[X]/(f) = Bf ®4 F; dal momento che B ¢
un dominio di integrita, lo € anche By®4 F', quindi f ¢ irriducibile e F[X]/(f)
¢ un campo. Poiché By ¢ integralmente chiuso e ammette K come campo

dei quozienti, e esattamente la chiusura integrale di A in K. O
Corollario 2.2.12. Se f ¢ separabile, I'estensione K/F ¢ non ramificata.

Dimostrazione. 11 fatto che PBj sia 'ideale massimale di By ci dice che

Iindice di ramificazione e 1. Se f e separabile si ha che I'estensione

(FIX1/(F)/F
e separabile. O

Proposizione 2.2.13. Sia A un anello di valutazione discreta con campo
dei quozienti F' e sia K/F un estensione di grado n. Sia B la chiusura
integrale di A in K. Supponiamo che B sia un anello di valutazione discreta
e che il campo dei residui K di B sia un estensione semplice di grado n del
campo dei residui F' di A, cioé K = F(T), conT € K. Sia x € B tale che
la sua immagine in K sia T, e sia f il polinomio caratteristico di x su F.
Allora 'omomorfismo da A[X] in B tale che X — x definisce per passaggio

al quoziente un isomorfismo tra By e B.

Dimostrazione. 1 coefficienti di f sono interi su A e stanno in F, quin-
di f € A[X], poiché A & integralmente chiuso. Inoltre f(z) = 0, quindi

I'applicazione A[X| — B, definita da X — x, si puo fattorizzare in

A[X] — By — B.
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D’altra parte, f(Z) = 0 e, dal momento che T ¢ di grado n su F, ne concludi-
amo che f ¢ il polinomio minimo di Z su F; & quindi irriducibile. Possiamo
allora applicare 2.2.11 ed ottenere che By ¢ la chiusura integrale di A in K,
cioe By = B. [
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2.3 Completamento

Definizione 2.3.1. Sia F' un campo e sia | | : F' — R una funzione tale che
o [z]=0seesolosex =0
e |zy| = |z||y| per ogni x,y € F
o |z +y| < max{fz], |y[}

| | & detto un valore assoluto ultrametrico su F.

Osservazione 2.3.2. Sia F' un campo con una valutazione discreta v, di

anello A. Sia a € R, 0 < a < 1; allora

a’®  sex#0
|| ==
0 sex =0

¢ un valore assoluto ultrametrico su F'.
Possiamo in questo caso definire
d(z,y) == |z —y|.

Si verifica facilmente che d ¢ una metrica su F', e la topologia indotta su F
non dipende dalla scelta di a € R. Consideriamo allora il completamento
metrico F' di F tramite d. Si verifica che F' & ancora un campo e che si puo

prolungare | | a F'in modo che, per ogni z € F,
o] = a*®

dove ¥ e una valutazione discreta su F' il cui anello A e il completamento di

A. Se 7 € un generatore dell’ideale massimale di A, si vede che
A/n"A~ A/r" A per ogni n € Z,

in particolare i campi dei residui di A ed A coincidono.
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Definizione 2.3.3. Un campo F' con una valutazione discreta di anello A,
completo rispetto alla topologia indotta dalla valutazione, e tale che il campo

residuo F' = A/P sia un campo finito, & detto un campo locale.

Un risultato importante negli anelli di valutazione discreta completi e il

Lemma di Hensel, di cui diamo una versione.

Proposizione 2.3.4 (Lemma di Hensel). Sia A un anello di valutazione
discreta, completo per la topologia indotta dalla valutazione, sia P [’ideale
massimale di A, con generatore 7, e sia ' = A/P il campo residuo di A.
Sia f € A[X] tale che la sua riduzione modulo 7, f € F[X] abbia una radice
semplice X in F, esiste allora una ed una sola x € A, radice di f, tale che
T=\

Dimostrazione. Per vedere 1'unicita, supponiamo che z sia una soluzione,
abbiamo allora f(X) = (X —x)g(X) con g(\) # 0. Se 2’ ¢ un’altra soluzione,

abbiamo
0=f(2) = (2 —z)g(z)

ma la riduzione modulo 7w di g(2’) & g()\), quindi g(z’) & invertibile, cioe
x =1
Vogliamo ora dimostrare 'esistenza; prendiamo xz; € A tale che 77 = A,
abbiamo
f(z1) = 0 mod .

Ora, per induzione, supponiamo di aver trovato z, € A tale che 7, = X\ e
con f(z,) = 0mod 7" e mostriamo che si puo trovare z,41 € A, Ty =
z, mod 7" e f(x,11) = 0 mod 7" "1, Per fare cid, scriviamo z, 1 = x, + h

con h € 7™ A. Applichiamo la formula di Taylor

f(@ng1) = flzn) + hf'(z,) +P%y  conye A

Abbiamo v(h?y) > 2v(h), quindi h?y € 7" A. 11 tutto sta allora nel trovare
h € 7" A tale che
f(z,) +hf' (z,) = 0mod 7"+,
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Ma, dal momento che A & una radice semplice di f, si ha T/(/\) # 0, quindi
f/(x,) & invertibile in A. Allora scegliendo h = —f(x,) (f'(x,))”" abbiamo
appunto h € ™A che ha le proprieta richieste.

Abbiamo allora una successione x,, che ¢ di Cauchy, perche

v(r™) N0
|xn+p — x| < max{‘xn+p - xn+P—1|> T =} < a () 222, 0,
ed ¢ quindi convergente in quanto A e completo. Se prendiamo come x il
limite della successione, abbiamo, per continuita, visto che f(x,) = 0 mod
n

™,

[f(@)] = lim |f(z,)] < lim a" = 0.

— 00

2.3.1 Estensioni di campi completi

Teorema 2.3.5. Sia F' un campo con una valutazione discreta v, di anello
A, e completo per la metrica indotta dav. Sia K/F un estensione finita di F,
e sia B la chiusura integrale di A in K. Allora B ¢ un anello di valutazione
discreta, é un A-modulo libero di rango n = [K : F| e K ¢é completo per la

metrica indotta dalla valutazione in B.

Dimostrazione. Cominciamo con il caso in cui K/F & separabile; allora, per
2.2.2, B ¢ un A-modulo libero di rango n, quindi ¢ un dominio di Dedekind.
Siano @); gli ideali primi di B e siano w; le valutazioni corrispondenti; ogni w;
definisce, come in 2.3.2, un valore assoluto ultrametrico su K che e anche una
norma in K visto come F-spazio vettoriale. Dal momento che F' e completo,
un risultato conosciuto sugli spazi vettoriali normati (vedi [1], cap.l §2) ci dice
che la topologia 7; definita dalla norma w; € in realta la topologia prodotto
di K visto come F", e non dipende quindi da 2. Ma w; ¢ determinata dalla
topologia 7; perche lanello di w; ¢ esattamente l'insieme {z € Klz™ /4

" ¢ inteso nella topologia 7;. Se ne

0 per n — oo}, in cui il limite di 2~
deduce che di w; ce n’e in realta una sola, e quindi B ¢ un anello di valutazione

discreta. Dal momento che F' ¢ completo, anche K = F™ ¢ completo.



2.3 Completamento

91

Avendo visto il caso separabile, per dimostrare il teorema ci basta trattare
il caso in cui K/F' é radicale e non separabile; infatti, ragionando per esten-
sioni successive, possiamo sempre ricondurci ad uno di questi due casi. Sia
dunque K/F radicale non separabile; esiste allora un ¢ tale che z% € F per
ogni x € K. Se poniamo v'(z) := v(z?), applicazione v' : K* — Z ¢ un
omomorfismo; sia m il generatore positivo del sottogruppo v'(K*) C Z, al-
lora la funzione vy := %v’ ¢ una valutazione discreta su K. Il suo anello di
valutazione ¢ B e lo stesso ragionamento del caso precedente dimostra che la
topologia definita da v coincide con quella di F™ e che quindi K & completo.

Resta da vedere che B ¢ un A-modulo finitamente generato. Sia 7 un
generatore dell'ideale massimale di A e sia B = B/7 B, siano poi b; € B tali
che le loro immagini b; € B siano linearmente indipendenti su F' = A/7A.
I b; sono linearmente indipendenti su A, infatti, se ci fosse una relazione
non banale > a;b; = 0, potremmo supporre che almeno uno degli a; non sia
divisibile per 7 e, riducendo modulo 7B, otterremmo una relazione tra i b;.
In particolare, il numero dei b; € minore o uguale a n. Supponiamo ora che
i b; formino una base di B e sia M il sotto-A-modulo di B generato dai b;.

Ogni b € B si scrive quindi
b= by + wby con bye Meb €B,
applicando questo a by ed iterando, ne concludiamo che b si scrive della forma
b=by+ b + by + - -, b; € M:;
allora, poiché A ¢ completo, questo mostra che b € M. ]

Corollario 2.3.6. Se e ed [ indicano rispettivamente [’indice di ramifi-

cazione e il grado residuo di K/F, abbiamo ef = n.

Dimostrazione. Avendo mostrato che B ¢ un A-modulo finitamente generato,

il risultato segue subito da 2.2.9. O

Corollario 2.3.7. FEsiste una ed una sola valutazione v di K che prolunga

v e due elementi di K coniugati su F' hanno la stessa valutazione.
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Dimostrazione. La prima affermazione risulta dalla dimostrazione del teo-
rema. Per quanto riguarda la seconda affermazione, a meno di ingrandire
K, possiamo supporre che K/F sia un’estensione normale. Sia allora o €
Gal(K/F); vk o o & una valutazione che prolunga v, quindi coincide con

VK. ]
Corollario 2.3.8. Si ha che vk (z) = %U(N;qp(%)) per ogni x € K.

Dimostrazione. Come nel corollario precedente, possiamo ricondurci al caso

in cui K/F ¢ normale, abbiamo allora

f f
v(Ng/p(2)) = vk <H cn(:v)) = ZUK(Ui(QZ)) = fug(z).
O

In termini di valori assoluti, quest’ultimo corollario ci dice che la topologia

di K puo essere definita dalla norma
|x|K:’NK/F(£L’)‘F z e K.

Teorema 2.3.9. Sia A un anello di valutazione discreta completo, sia F' il
suo campo dei quozienti e sia F il campo dei residui. Sia F'/F un’esten-
stone finita non ramificata, corrispondente all’estensione residua F//F, e sia
F"|F un’estensione finita qualunque, di estensione residua F”/F. L’insieme
degli F-isomorfismi di F' in F" corrisponde biunivocamente (per riduzione)

all’insieme degli F-isomorfismi di F inF".

Dimostrazione. Se indichiamo con A’ e A” le chiusure integrali di A rispet-

tivamente in F’ ed F”, abbiamo chiaramente che
Homy (K', K") = Homyu(A', A”),
si tratta quindi di mostrare che 'omomorfismo canonico

0 : Homy(A', A”) — Homp(F , F")
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e biiettivo.

Per 2.2.13, esiste x € A’ tale che, se n := [F" : F|, gli elementi {1, z,...,z" "1}
formano una base di A’ su A: Inoltre se f ¢ il polinomio caratteristico di x; la
riduzione f di f ¢ il polinomio caratteristico dell’immagine Z di z in F'. Ne
segue che gli elementi di Hom4(A’, A”) (e rispettivamente di Homf(ﬁ/,F//))
corrispondono biunivocamente agli elementi a” € A” (e " € F”) tali che
f(a") = 0 (rispettivamente f(£”) = 0).

L’applicazione 6 corrisponde dunque alla riduzione o” — £” = @”. Tutto
si riconduce allora a mostrare che una radice di f in " si solleva in modo
unico in una radice di f in A”. Questo ¢ vero per il Lemma di Hensel (2.3.4),
dal momento che tutte le radici di f sono semplici, visto che f ¢ irriducibile

e separabile su F. O

Corollario 2.3.10. Sia F//F un’estensione separabile finita. FEsiste allo-
ra un'unica (a meno di isomorfismo unico) estensione finita non ramifi-
cata F'/F tale che la corrispondente estensione residua sia F,/F. Inoltre
F'/F ¢ un’estensione di Galois se e solo se lo ¢ F JF ¢ si ha Gal(F'/F) ~
Gal(F /F).

Dimostrazione. Dal momento che F /F & finita e separabile, & semplice. Sia
¢ un generatore dell’estensione e sia ¢ il suo polinomio minimo su F, abbiamo
degp =n = [F : F|. Sia f € A[X] un polinomio unitario tale che la sua
riduzione modulo P, F[X] > f = ¢. Per 2.2.10, 'anello A’ = A[X]/(f) & un
anello di valutazione discreta, non ramificato su A, e di estensione residua
F’/F. Il suo campo dei quozienti & il campo F’ cercato, il che dimostra
I'esistenza. L’unicita e garantita dal teorema appena visto, cosi come 'ultima

affermazione. O

Corollario 2.3.11. Sia F"/F un estensione finita con estensione residua
F'JF. Le sottoestensioni F'/F di F"/F che sono non ramificate su F cor-
rispondono biunivocamente alle sottoestension: FI/F di F”/F che sono sep-
arabili. Di consegquenza esiste un’estensione non ramificata massimale K/ F,
K C F", il cui campo dei residui K ¢ la pit grande estensione separabile di

F contenuta in F”.
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Dimostrazione. Questo e chiaro dal teorema. O

Teorema 2.3.12. Supponiamo che F sia un campo locale, e che il campo
dei residui F abbia cardinalita q. Allora per ogni f € N esiste un’unica
estensione non ramificata K di F tale che f = [K : F] = f(K/F). Questa
estensione ¢ precisamente K = F(w), dove w ¢ una radice primitiva (g7 —1)-

esima dell’unita in F'. Inoltre se indichiamo con A ’anello di valutazione di
F e con B quello di K, abbiamo B = Alw] e K = F(@).

Dimostrazione. Esiste un’unica estensione separabile di F, di grado f, ed &
F(€) dove ¢ ¢ una radice primitiva (¢f — 1)-esima dell'unitd in F, quindi
per 2.3.10 esiste un’unica estensione non ramificata K/F tale che [K : F] =
[F(&) : F] = f. Ci basta allora mostrare che F(w) & un estensione non

ramificata di F tale che [F(w) : F| = f. Ora, w ¢ una radice del polinomio
g(X) = X9 —1 € A[X],

dal momento che §(X) € F(X) & separabile, F(w) ¢ non ramificata su F per
2.2.12. Inoltre

qf—1 qf—1

gX) =[x -w),  gx)=[[(x-a).

i=1 i=1
Quindi @ & una radice primitiva (¢ — 1)-esima dell’unita su F, e allora

[F(w): F| = [F@): F) = f.
]

Corollario 2.3.13. Sia F un campo locale, tale che il campo residuo F abbia
cardinalita q. Sia K 'unica estensione non ramificata di F' con [K : F] = f;

allora K/F e K/F sono estensioni di Galois e Gal(K/F) ¢ ciclico di ordine

f, generato da w — wi.

Dimostrazione. Sappiamo che K/F ¢ un’estensione di Galois, quindi per
2.3.10, lestensione K/F ¢ di Galois e Gal(K/F) ~ Gal(K/F). 1l gruppo
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Gal(K/F) & ciclico di ordine f, generato da @ — @9, quindi il polinomio

minimo di w su F' &
-1

hX)=][(x -
i=0
allora il polinomio minimo di w su F' e
f-1

h(X) =J[(x —w?)

i=0
per cui w — w? ¢ un generatore di Gal(K/F'), e viene chiamato I’ automorfismo
di Frobenius di K/F. O

Teorema 2.3.14. Sia F' un campo locale e sia K/F 'unica estensione finita
non ramificata, con [K : F|] = f; sia v la valutazione su F, di anello A, e
sia vi 'unico prolungamento di v in K, con anello B. Dato o € F', esiste
x € K tale che

Ng/rx=a re K

se e solo se flv(a).

Dimostrazione. Innanzitutto vediamo che la condizione e necessaria; sia x €

K tale che Ng,px = «, allora usando 2.3.8
v(a) = v(Ng/px) = fug(xz) =0 mod f.

Per vedere che ¢ sufficiente, il caso o = 0 € banale, quindi possiamo supporre
a # 0. Osserviamo che se v(a) = fq con g € Z allora esiste € K con

vi(z) = ¢, quindi
() = fok(z)
=v(Ng/p )
da cui
v(Ng/pa) —v(a) =0
o(Nsgyrz)a) = 0
(Nk/r r)a !t =a; € A*

(NK/F x)al_l =
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. . . . . o 1
per avere una soluzione ci basta quindi che esista y con Ng,py = a; .

Abbiamo quindi ridotto il problema iniziale a trovare una soluzione di
Ng/po =« quando « € A*.
Ora, dal momento che Gal(K/F) ~ Gal(K /F), si ha che
m =NgFT e m =TrgsT perogniz € B.

Sappiamo che Trz 5 ¢ suriettiva perché K/F & un’estensione separabile;
vogliamo mostrare anche Nz & e suriettiva. Il gruppo moltiplicativo K T
ciclico di ordine ¢/ — 1 con generatore @ (stiamo usando le stesse notazioni
di 2.3.12), quindi ogni elemento di K~ & della forma @' con 0 < t < ¢/ — 1;
inoltre Gal(K /F) = (5) dove & ¢ definita da @ — @w?. Allora abbiamo

-
(@")"

—

gt
NK/FU} =
i=0

_ g1
— ptta+-+q

o~
b

I
S
0

Quindi N7 = 1 se e solo se (¢ — 1)[t, che significa che ci sono esatta-
]

mente elementi di K con norma 1. In conclusione, la cardinalita

dell'immagine di Nz 7 € ¢ — 1, cioe ¢ suriettiva.
Ora, siam € A tale che v(r) = 1, e sia v € A", Siccome N7 ¢ suriettiva,

possiamo scegliere by € B tale che
a = Ng/pby (modmA).
Ora per ¢ > 1, supponiamo di aver trovato un elemento
a;=0by+mby+--+7"'h_, €B

tale che

a = Ng/pa; (mod7A).
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Sicuramente a; € B* poiché N ra; € A*; approssimazione successiva sara
del tipo

i1 = Q4 + )

con b € B da determinare in modo che

o= NK/F i1 (mOd’ﬂ'H_lA). (24)
Poiché 7 > 1, abbiamo
-1
NK/F A1 = H(O'S(CLZ‘ + Wzb))
s=0
f-1
= [[(e* (@) + x'o* (b))
s=0
f—1
= Ng/pa; + ' Z ¢, (mod7n™tA),
s=0

dove per ogni s si ha
cs = a;o(a;) -0 Ha;)o ™ (a;) - - - af_l(ai)as(b).

Se poniamo ¥y := o(a;)0%(a;) - - - 07 (a;), allora ¢, = o*(y)o*(b) = o*(yb), da

cul

T
0

cs = Trg p(yb).

i
o

s

La condizione (2.4) diventa allora
o =Ngpa; + 7 Trg p(yb)  (modr' ™ A).

Ma y e invertibile in B e Trg iz e suriettiva, quindi possiamo sempre trovare
b € B che soddisfa questa condizione. Abbiamo cosi ottenuto 1’approssi-
magzione successiva a;1.

Se poniamo = = lim a; allora x € B e a = Ng/p z. O

71— 00
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2.4 Gruppo di Brauer di un campo locale

Ora siamo arrivati all’'ultima parte di questa trattazione: vogliamo deter-
minare il gruppo di Brauer di un campo locale. Per fare questo cominciamo
a vedere come sono fatte le algebre di divisione su un tale campo.

In tutto cio che segue, sia D un’algebra di divisione centrale sul campo
locale F, con [D : F] = m?. Cosi come abbiamo fatto nel caso delle esten-
sioni di F', vogliamo definire una valutazione discreta su D che prolunghi la

valutazione v di F. Sia z € D, definiamo

v(nrdp/p(z)) sex #0

V(x) = .
0 sex =0

L’applicazione v’ : D* — Z ¢ un omomorfismo per 1.5.10 e si ha v'(z) =
mv(x) se x € F* (perché in tal caso nrdp,p(x) = ™). Sia d il generatore

positivo del sottogruppo v'(D*) C Z e poniamo
1

/
w = =v.

d
L’applicazione w : D* — 7Z & un omomorfismo suriettivo.
Proposizione 2.4.1. Abbiamo allora che
1. w(z) = %v(x) sex € F*;
2. w(z+y) > min{w(z),w(y)} e w(xy) =w(x)+wy) per ogni z,y € D;

3. sea€R,0<a<1l, eponiamo ||z||p = a®®, otteniamo una norma
su D e la topologia definita da questa norma é la topologia prodotto di
D identificato a F™ ;

4. sey € D,y ¢éintero su A= {x € Flv(x) > 0} se e solo se w(z) > 0;
B ={y € D|w(y) > 0} ¢é un sottoanello di D.

Dimostrazione. L’affermazione (1) ¢ ovvia. Vogliamo mostrare (2); la sec-
onda disuguaglianza e ovvia perché w e un omomorfismo. Sia K un sot-

tocampo massimale di D e sia € K. Abbiamo Np,p(z) = (Ng/p(x))",
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quindi nrdp,r(z) = Ng/p(z) per (1.5.9). Questo, usando 2.3.8, ci dice che la
restrizione di w a K e un multiplo della valutazione discreta vi che prolunga
v su K; ora, presi x,y € D possiamo considerare il sottocampo massimale K
tale che F(z'y) C K. Abbiamo allora

Da (2) deduciamo che || ||p € una norma, quindi D & uno spazio vettori-
ale normato su K e, poiché K & completo, deduciamo (3) (vedi [1], cap.I
§2). Per finire, perché x € D sia intero su A, € necessario e sufficiente che
vi(z) > 0 dove K ¢ un sottocampo massimale di D con F(z) C K (vedi
la dimostrazione di 2.3.5), il che equivale a w(z) > 0; l'affermazione (2) ci

garantisce che {x € D]w(z) > 0} & proprio un anello. O

Lemma 2.4.2. Sia [D : F] = m? con m > 2, allora esiste un K sottocampo
di D, con F C K, K non ramificato su F e K # F.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che un tale campo non esista; allora
per ogni estensione K/F, con K C D, i campi residui K ed F coincidono.
Se cosi non fosse , visto che ogni estensione di F' & separabile, esisterebbe per
2.3.11 una sottoestensione di K, non ramificata su F' e distinta da F'.

Sia 7 € D tale che w(m) = 1 e sia b € B. Abbiamo allora F(b) = F,

quindi esiste a € A con b = @; cioe w(b — a) > 1, che equivale a
b:&+7'('b1 conbleB.

Applicando lo stesso ragionamento a b; ed iterando abbiamo che, per ogni

N € N possiamo scrivere
b:a+7ra1+---+7TN’1aN,1+7rNbN, con a; € A,by € B.

Questo mostra che b ¢ un punto di accumulazione di F(x); perd F(m), in

quanto sottospazio vettoriale di D, & chiuso; quindi b € F(w). Abbiamo
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allora dimostrato che B C F(m), pero per ogni z € D si ha 7™z € B per m
abbastanza grande e questo vorrebbe dire che D = F'(m). Questo & assurdo

perché D non e commutativo. O

Proposizione 2.4.3. Esiste un sottocampo massimale di D che e non ram-
ificato su F.

Dimostrazione. Ragioniamo per ricorrenza su m; il caso m = 1 ¢ banale
perché D = F. Supponiamo allora m > 2 e supponiamo che il risultato
sia vero fino a m — 1. Per 2.4.2 esiste F’/F estensione non ramificata, con
F' C DeF #F. Sia D' = Cp(F’), allora, per 1.4.7, 'algebra di divisione
D’ ha come centro F'; inoltre [D' : F'] < [D : F| = m?. Per ipotesi ricorsiva
esiste allora K, sottocampo massimale di D', con F’' C K, K non ramificato

su F" e F' # K. 1l campo K ¢ non ramificato su F', inoltre abbiamo

(K : F)? =K : F]*[F: F)?
=[D': F|[F: F)?
= [D': F|[F": F]
(per 1.4.8) =[D: FJ.
E quindi K e un sottocampo massimale di D, sempre per 1.4.8. O

Quest’ultimo risultato ci dice che ogni algebra di divisione D sul cam-

po locale F, con [D : F] = m?

, si puo scrivere come prodotto incrociato
D = (K/F, f) per un qualche factor set f, dove K/F & un estensione non
ramificata e [K : F] = m. Ma, per 2.3.12, per ogni m esiste una sola tale
estensione, che indicheremo con K,,; inoltre Gal(K,,/F') ¢ ciclico, quindi per
1.7.3 possiamo scrivere

D= (K,,/F,o,a),
dove o genera Gal(K,,/F) ¢ a € F*.

Chiaramente non tutte le algebre cicliche della forma (K,,/F, o,a) sono
algebre di divisione (ad esempio € un algebra di matrici se a = 1, per 1.7.4
(2)); sappiamo solo che sono algebre centrali semplici di dimensione m? su F

e che ammettono K, come sottocampo massimale.
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Vediamo innanzitutto quante algebre del tipo (K,,/F,0,a) esistono, a
meno di isomorfismo. Se fissiamo ¢ e prendiamo a,b € F* abbiamo, per
1.7.4 (3) che

(K/F,0,a) ~ (K,,/F,o,b)

se e solo se esiste ¢ € K* tale che b = (Ng/r c)a, cioe se e solo se I'equazione
NK/F C = bail
ha soluzione. Per 2.3.14 questo e vero se e solo se

v(ba™') = 0 mod m
v(b) —v(a) =0 mod m

v(b) = v(a) mod m.

Fissato o esistono quindi m classi di isomorfismo di algebre corrispondenti
alle diverse classi di congruenza modulo m; se fissiamo 7 € A tale che v(7w) =
1 possiamo as esempio prendere (K,,/F,o,7) con 0 < i < m — 1 come
rappresentanti.

Supponiamo ora invece di fissare 7, e sia ox, /¢ automorfimo di Frobe-
nius di K,,/F, come visto in 2.3.13. Allora Ogm/F € un generatore di
Gal(K,,,/F) e tutti gli altri generatori sono del tipo (0 gm/r)" con (r,m) =1,

abbiamo allora che tutte le possibilita sono
(K /F, (0xmr)", ). con (r,m) = 1.

Pero, poiché (r,m) = 1, esiste s € Z, tale che rs = 1 mod m; allora abbiamo
(s,m)=1e, per 1.74 (1),

(Km/Fa (O-Km/F)T7 Wi) = (Km/F) (O-Km/F)Tsa ﬂ-is) = (Km/Fa OKm/F, Wis)'

In conclusione, esistono solo m algebre cicliche del tipo (K,,/F, 0, a) a meno

di isomorfismo e possiamo prendere come insieme di rappresentanti

{(Kon/F, 0ty 7)|0 < s < m — 1}
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Definizione 2.4.4. Sia A un algebra del tipo (K,,/F, 0gp/r, ™). Abbiamo
visto che la sua classe di isomorfismo dipende solo da s mod m, cioe dalla
frazione =l vista come elemento del gruppo additivo Q/Z. E’ quindi ben

m
definito 'invariante di Hasse di A
_ S
invA=— € Q/Z.
m

Teorema 2.4.5. Se (s,m) = 1, l'algebra ciclica (K,,/F,0x/p,7°) ¢ un’alge-

bra di divisione.

Dimostrazione. L’algebra A = (K,,/F,0k/p, ™) ¢ centrale semplice su F' e
in Br(F') si ha
[A]" = [(Kw/F,ox /e, 7).

Quindi exp(A) ¢ il piu piccolo ¢t > 1 tale che
(K / F, UK/F77TSt)] = [F] = [(Kn/F, OK/F, 1)].

Come abbiamo appena osservato, cio si verifica se e solo se st = 0 mod m,
ciog, poiché (s,m) = 1, seesoloset =0 mod m. Abbiamo quindi expp(A) =
m. Per il teorema di Wedderburn, si ha A ~ M,(F) @ D con D algebra di
divisione su F. Sia indg(D) = d, confrontando le dimensioni abbiamo allora

m? = r?d?, quindi m = rd. Ma, per 1.6.20, abbiamo m|d, quindi si ha m = d

e r =1, il che significa che A = D. m
/
Teorema 2.4.6. Sia — = S—/ con (s',m') =1, allora
m o m
(Kon/F,0kemyi, 7)) = (Kot | F, 0ot 1, )] in Br(F).

Dimostrazione. Sia K'il sottocampo di K, fissato dal sottogruppo <(0Km/F)m'>,
allora K'/F ¢ non ramificata e [K' : F| = m/, quindi K’ = K,,,. L’omomorfis-
mo suriettivo Gal(K,,/F) — Gal(K,,/F) porta ok /p in 0k p. Ponendo
d= Ky, : K] =15, abbiamo s'd = s’ = s e segue da 1.7.5 che, in Br(F),

! /

(K [ F 0y )] = [(Kon/ Fy 0y, 79,
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Corollario 2.4.7. L’algebra A = (K., /F,0gm/r,7°) ¢ un’algebra di divi-

sione se e solo se (m,s) = 1.

Dimostrazione. La condizione ¢ sufficiente per 2.4.5. D’altra parte se (s, m) >
/

1,sia D = (K /F, 0k /p, ™) con - S—/ e (s/,m') = 1. Allora in Br(F)),
m m
[A] = [D]; ma D & un’algebra di divisione, per 2.4.5, quindi ¢ 'unica al-

gebra di divisione nella sua classe di equivalenza in Br(F'), quindi A non &

un’algebra di divisione. ]

Abbiamo quindi stabilito che le algebre di divisione centrali su F' sono

tutte e sole quelle della forma
(Km/F, 0gm/p, ) conm,s €Z (m,s)=1.

Osservazione 2.4.8. Sia A un’algebra centrale semplice su F. Allora in
Br(F), [A] = [D] con D algebra di divisione centrale su F'. Possiamo allora

definire 'invariante di Hasse
invA =inv D.

Per 2.4.6, questa defininizione coincide con quella che abbiamo dato in 2.4.4.
Abbiamo quindi che I'invariante di Hasse dipende solamente dalla classe [A] €
Br(F) ed ¢ ben definita un’applicazione inv da Br(F) in Q/Z.

Teorema 2.4.9. Sia F' un campo locale, allora ’applicazione
inv: Br(F) — Q/Z
e un isomorfismo di gruppi.

Dimostrazione. L’applicazione inv e suriettiva, perché ogni elemento di Q/Z
puo essere scritto nella forma > con m > 1, (s,m) = 1 e quindi ¢ immagine
dell’algebra di divisione (Ky,/F, 0gm/r, T°).

Sia ora [A] € Br(F), allora un rappresentante di [A] ¢ della forma A =
(K /F, 0gmp, ), con (s,m) = 1. Allora
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se e solo se s = 0 mod m, cioe se e solo se [A] = [F], quindi inv & iniettiva.
Per concludere, vediamo che ¢ un omomorfismo. Se [A], [B] € Br(F), per

2.4.6 possiamo trovare m, s,t € 7Z tali che
A= (Kn/F,0km/r,m) e B = (Ku/F,0km/r, ),
Abbiamo allora, per 1.7.4,
[AJ[B] = (K /F, 01cmp, 7 )]

cioe

t t
stt_ s + — = inv[A] + inv[B]
m m m

inv([A][B]) =

quindi inv € proprio un isomorfismo. ]
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